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Grüner t. 


Eiiigeseiulete Ahhamlliiifigen. 

Uber eine geometrische Aufgabe 9 mit besonderer Rücksicht 


auf die Bestimmung der Stillstandspunkte oder Stationen der 
um die Sonne sich bewegenden Weltkörper . 



Von dem c. M. J. A. firmiert. 


Die Aufgabe, mit deren Auflösung ich mich in diesem Aufsatze 
beschäftigen werde, ist folgende: 

Wenn zwei Curven im Raume gegeben sind, in 
denselben zwei Pu nkte von solcher Beschaffenheit zu 
finden, dass, wenn man durch diese PunkteBerührende 
an die beiden Curven legt, diese Berührenden sich 
schneiden, und die Entfernungen ihresDurchschnitts- 
punktes von den beiden Berührungspunkten in einem 
gegebenen Verhältnisse zu einander stehen. 

Die Astronomen wissen, dass auf dieser Aufgabe lediglich die 
Bestimmung der sogenannten Stillstandspunkte oder Stationen der 
die Sonne umkreisenden Weltkörper beruhet, wenn man für das in 
Bede stehende Verhältniss das Verhältniss der Geschwindigkeiten 
der Erde und des betreifenden Planeten oder Cometen setzt, worüber 
man unter anderen astronomischen Lehrbüchern besondersB o hnen- 
berger’s Astronomie, Tübingen 1811, §. 90 und §. 99 
nachsehen kann. Nach Keill (I n t r o ductio ad veram Astro- 
nomiam, Oxoniae 1718, pag. 239) hat zuerst Johann 
Bernoulli die Bestimmung der Stillstandspunkte der Planeten auf 
das obige geometrische Problem zurückgeführt, ohne dasselbe jedoch 
zur Bestimmung der Stationen selbst anzuwenden, was zuerst Halley 
gethan zu haben scheint. In den meisten astronomischen Lehr¬ 
büchern findet sich nach elementaren Methoden der Fall behandelt, 
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wenn die Bahnen der Erde und des Planeten als zwei in der Ebene 
der Erdbahn liegende concentrische Kreise und die Geschwindigkeiten 
beider Weltkörper als constant oder die Bewegungen in ihren Bah¬ 
nen als gleichförmig angenommen werden. Die allgemeinen Glei¬ 
chungen, welche zu der Auflösung des obigen geometrischen 
Problems führen, sind aber noch nicht angegeben worden. Die Ent¬ 
wickelung und Aufstellung dieser allgemeinen Gleichungen ist daher 
der nächste Zweck dieser Abhandlung. Dann werde ich mittelst 
dieser allgemeinen Gleichungen den vorher erwähnten Fall der 
Stationen behandeln und seine Auflösung auf Formeln zurückführen, 
die theilweise noch nicht bekannt sind und, wie ich glaube, auf beson¬ 
dere Eleganz Anspruch machen dürfen. Was mir aber für die Wis¬ 
senschaft von besonderem Interesse zu sein scheint, ist die Bemer¬ 
kung, dass sich auch der allgemeinere Fall, wenn man zwar wie 
vorher die Erdbahn und die Planetenbahn als kreisförmig und die 
Geschwindigkeiten als constant oder die Bewegungen als gleich¬ 
förmig, aber die Bahnen nicht beide in die Ebene der Erdbahn fallend 
annimmt, also die Neigung der Ebene der Planetenbahn gegen die 
Ebene der Erdbahn gehörig berücksichtigt, mit fast gleicher Leich¬ 
tigkeit wie der vorher erwähnte speciellereFall nach meiner Methode 
behandeln und auf ganz eben so elegante Formeln zurückführen lässt. 
Um diesen Aufsatz nicht zu sehr auszudehnen, habe ich mich für 
jetzt mit der Behandlung der beiden vorher erwähnten Fälle begnügt, 
werde aber späterhin vielleicht auf diesen, wie es mir scheint, mehr¬ 
fach interessanten Gegenstand zurückzukommen mir erlauben. 


I. 

Die Gleichungen der beiden gegebenen Curven im Raume 
wollen wir im Allgemeinen durch 

y=f 0)> * = f 0*0 und y — f\ 0)> * = f ± O) i) 

bezeichnen. Werden nun die gesuchten Punkte dieser beiden 
Curven durch (tivto) und bezeichnet, so dass der erste 

dieser beiden Punkte der ersten, der zweite der zweiten Curve 
angehört, so haben wir die Gleichungen: 

v = f ( u ), w = F ( 11 ) und Vi = fr (?/,), w t F t (w t ). 2) 


0 


G r u n e r t. 


Die Gleichungen der in den Punkten («uw) und ( 'u x v x w x ) an 
die beiden Curven gelegten Berührenden sind nach den Lehren der 
analytischen Geometrie: 


3) 


d v , . d iv 

y — v = •— (x — u), z — w — —- (x — u) und 
° du du v 


V — v i 


f *v äw ± 

-ix — u x ), z — w x — -—ix Ui). 

d u A 


du 


Sollen diese Berührenden, wie die Aufgabe verlangt, 
schneiden, so muss bekanntlich die Bedingungsgleichung 


sich 


( dv dv x \ (/ dw\ ( dw x \) 

Tu - IV) il w - U J7)- h ~ TTJ] 

( dw dw x \ [r dv\ t dv A \) 

Tu~jvj |l w ~ “ tj ~ r 1 - ?<1 tt)\ 


= o 


stattfinden, welche man leicht auf die folgende Form bringt: 


. rdv dw x dw dv/aw aw x \ 

(«-«,)(—•- -— •— +(«— *0 — i— 

\du d u 1 d u du i J \d u d u x ) 


dw dw x \ 




(dv dv ,x 

(w—tv, ) I-- - — 

\du du x ) 


0. 


Bezeichnen wir nun die Coordinaten des Durchschnittspunktes 
der beiden Berührenden durch x, y, z, so müssen, natürlich unter 
der Voraussetzung, dass die vorstehende Bedingungsgleichung erfüllt 
ist, diese drei Coordinaten aus den vier Gleichungen 3) bestimmt 
werden. Zur Bestimmung von x erhält man aus diesen Gleichungen 
durch Subtraction: 


also: 




w t 


— w = 


rd v 

dv i\ 

( dv 


d v 1 

\du 

d u x ) 

X ~ V du 

— U X 

d u x 

rdw 

div t \ 

. f dw 


dw x 

v du 

du x J 

~ V du 

— Ui 

du x 


8 ) 




d v d 

du duj 



X = 


d w 
d u 


dw\ 
d u x 
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folglich: 


x — u = 


— V — (u ± — u ) — 1 

d H[ 


d v dv\ 
du du! 


6 ) 


d Wj 


X — u = 


und: 


w i — w — («j — u) -— 

d w dw 1 
du du\ 


V x — V — {u i — tl) 


X - Ui = 


d v 
d u 


d v d uj 
du d u t 

w x — w — (u x — li) 


i) 


X — u x = 


d w d Wi 


du d Ui 

Die Quadrate der Entfernungen des Punktes (a? y %) von den 
beiden Berührungspunkten (u v iv) und (u x v t iVi) sind 

(x — u y + (y — : v ) 3 + (% — w ) 3 und 
O — u x y + (y — vi) % + o — w t y, 
also nach 3): . , 

<■* _ ,«). jj + (11)’+ (ll)’j „nd 

c— -)■ i'+O’+f^rh 

und da nun nach den Bedingungen der Aufgabe diese beiden Entfer¬ 
nungen zu einander in einem gegebenen Verhältnisse, welches wir 
durch yr.fii bezeichnen wollen, stehen sollen, so muss 


oder: 


+ (£)•+£)■} 

<—*>‘l ■ + <£)*+(£)1 

if+mr- 

-±«(—-)V*+©'+£)' 




also: 
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oder: 
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TM ,-„)V 1+ (^r + (^r( 


sein. Führen wir jetzt in diese Gleichung für x — u und x — u t 
ihre Werthe aus 6) und 7) ein, so erhalten wir die beiden folgenden 
Gleichungen: 


!'■ I y - 0‘ - «) 4v| 

+ /A | i’i — V — (Ul — m) 

H j w, — w — («, — u ) 

+ /A 1 10 1 — W — («t — u) 

oder, wie man nach leichter Entwicl 

;Vi + 0 

‘+1 

'dw ± \ 3 j 

<d uj ^ q 


! +l 

(dw\?A 
^d u) ) 

;V' + 0 

r +l 

(dw^z) 
ydu ± ) \ ^ 

kelung findet: 

z 

+ 

rd w\2l 

V d u ) J 

^V*+0'+(S) 

+ ,h 

f d v\2 f d ic\% 

■ w + (tt.) 



2 f d w \2 

+ Ur) 

L-, "SV'+OMS) 


\duy \d u ) 

r'“ -v*+co’+(^)‘ 

+ ßi + ( 

^d u) 

l 2 /d *«\2 

1 +u) 


8 ) 


Diese beiden Gleichungen und die vier Gleichungen 2) reichen 
zur Bestimmung der sechs Coordinaten u , v, w und u l9 v l9 der 
beiden gesuchten Punkte hin, und lösen also unser Problem im All¬ 
gemeinen auf; dass man aber auch eine der in Rede stehenden sechs 
Gleichungen durch die Gleichung 4) ersetzen könnte, versteht sich 
von selbst und braucht wohl kaum noch besonders erinnert zu 
werden. 

Wenn die beiden gegebenen Curven in einer Ebene, die wir 
als Ebene der xy annehmen wollen, liegen, so reichen die beiden 
Gleichungen 

9 ) y = /■(»> y = fi O) 

zu ihrer Charakterisirung hin, und es ist nun allgemein % = 0 für 
beide Curven, also auch w — 0 und w x — 0. Daher sind die 
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Gleichung 4) und die zweite der Gleichungen 8) identisch erfüllt, so 
dass man jetzt also zur Bestimmung der vier Coordinaten u , v und 
u i9 v x nach dem Obigen nur die drei folgenden Gleichungen hat: 


== f 00, v t = (Wi); 


f 1 ‘ 


9*) 






Daher ist die Aufgabe im vorliegenden Falle unbestimmt, und 
man wird also in diesem Falle immer den einen der beiden Punkte 
(u v ) oder (ii ± 1 ?!) in der ersten oder zweiten Curve willkürlich 
annehmen können, wodurch die erste oder zweite der drei Gleichun¬ 
gen 9) erfüllt wird, und die beiden Coordinaten des andern Punktes 
dann mittelst der beiden anderen der drei Gleichungen 9) bestimmt 
werden müssen. 


II. 


In den astronomischen Lehrbüchern hat, wie schon in der Ein¬ 
leitung erwähnt worden ist, der Fall mehrfache Behandlung gefun¬ 
den, wenn die beiden gegebenen Curven zwei in der Ebene der x y 
liegende concentrische Kreise sind. Nehmen wir den gemeinschaft¬ 
lichen Mittelpunkt dieser beiden Kreise als Anfang der x y an, und 
bezeichnen die Halbmesser der beiden Kreise durch r und r x , so 
haben wir die beiden Gleichungen: 

u 2 -f- v 2 = r 3 , Ui 2 -f- Vi 2 — r x 2 ; 

aus denen sich: 


also: 


. d v r, . dv A 
u + v — == 0, u t -f- Vi -— = 0; 

a u a u x 


dv u dv x u x 

du v 9 du x v x 

folglich: 

^ , rdv\% u 2 v 2 r 2 sdv x \% u x 2 -f- v x 2 

v du) v 2 v 2 9 \du^ v x 2 

ergibt. Haben nun v und v x gleiche Vorzeichen, so ist: 


V 













|0 Gr u n e r t. 

haben dagegen v und v x ungleiche Vorzeichen, so ist: 


v .+(£)■- ± v >+(^ r - t 

\du) v \d a^J v ± 

indem man die Vorzeichen immer so nimmt, dass die Quadratwurzeln 
positiv werden. Im ersten Falle führt die dritte der Gleichungen 9) 
zu der folgenden Gleichung: 


V ■ 

u 


W r i _ Kl r 

ß - 1 fi i — 

V Vy 

j 

r l _ r 

P- — +P i - 

Vy V 


im zweiten Falle dagegen führt die dritte der Gleichungen 9) zu der 
folgenden Gleichung: 


V — 
u — u A 


ur* uxr 

ß — ± fH — 

V Vy V Vy 


ß ~ + ßi 

Vyl 


so dass man also im Grunde doch nur die Gleichung 


Ur ! _ UyV 

ß - + ßl - 

V Vy V V t 

r t __ r 

ß — irßi — 

Vy V 


hat, auf welche wir daher im Folgenden auch nur unser Augenmerk 
richten wollen. Leicht bringt man diese Gleichung auf die Form: 


[x r, 


1 

1 

u(u — Uj)) 

( 

vv i f 


/*! r 


\v~v 1 

, «1 0 - 

“l)l 

| V 

r 

v 

j 


also auf die Form : 

/1 r± (u 2 + — u Ui — v Vi ) = + fj.y r (mj 2 2 — u — v v x ), 

folglich auf die Form : 

u ^ (r 2 — u Ui — v Vi) ± r(r t 2 — uu t — v Vi) = 0 , 
eine Gleichung von sehr eleganter Gestalt. 

Aus dieser Gleichung ergibt sich sogleich : 


u Ui + v v t — r r± 


fir ±fijV 1 

ßr x ± fi ± r 5 


und da es nun in dem vorliegenden Falle zweier eoncentrischer Kreise 
offenbar ganz gleichgiltig ist, wo man in dem einen der beiden 
gegebenen Kreise den willkürlich anzunehmenden Punkt hin verlegt, 
so wollen wir = 0, v x = r x setzen, wodurch wir mittelst der obigen 
Gleichung sogleich 

fir ±fi i r i 
v = r - 


ß r i ±Mi r 
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erhalten. Weil aber 

u 2 = r 2 — v 2 = (r — v) (r + v ) 
st, so ist, wie man leicht findet: 


0 , 9 (M + Mi) (m ± Mi) (^i ~ r) fr* + r) 

u~ = r z ---—- 

(M r ± ± ß ± ry 


also: 

-„9 Cm 3 Mi 3 ) ( r i 3 rS ) 

u 2 = r % ---—-. 

(M r ± ± Mi r ) 

Daher haben wir für u, v die beiden folgenden Systeme zusam¬ 
menstimmender Werthe: 


und 


u 


V(ß 2 — ß i a ) (r 2 — r 3 ) 

± M---5 

M r i 4* Mi r 


l±r + ß i r i 

v — r - 

M r x + Ml r 


V (ß 2 — ßf) ( r 2 — r 2 ) M r — ß x r i 

u — ± r-, t? = r -. 

M r i Mi r M»*i — ß±r 

Die Möglichkeit des Problems erfordert, dass das Product 

( fi 2 — fjii 2 ) (j\ 2 — r 2 ) eine positive Grösse sei. 

Aus I. ergibt sich leicht im Allgemeinen: 


x 


( 

d 

( dv '\ 

1 v - 

~ U — 1 - 


V 

duj 

V 1 1 duj 


d v 

d v l 


du d Mj 



U 


d v L \ 

1 


d v 
du m 


du dui 

also im vorliegenden Falle, wie man leicht findet: 

r % r* % rf u 




folglich für ^ = 0, v t — r ± : 


x — 


r c — r.v 


V V\ Vi V 

U Ul 

V Vi 


y = ri. 


Mittelst leichter Piechnung findet man aber: 


r 2 —?\ v = •+• 


ßi rfr^ — r 3 ) 
M r t ± Mi r 


und hat daher nach dem Obigen für x, y die beiden folgenden, den 
obigen entsprechenden Systeme von Werthen: 
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Grüner t. 


und 


= + /M 


X = ± 



y = r x 


y = r x ; 


also im Grunde nur das eine System 



y = n 


natürlich jetzt ohne weitere Beziehung der Zeichen zu den Zeichen 
in den obigen Werthen von u , v. 

Bezeichnen wir die Entfernung des Punktes (x y ) von dem 
gemeinschaftlichen Mittelpunkte der beiden gegebenen Kreise durch 
R , so ist R 2 — x 2 + 2/ 2 » also, wie man leicht findet: 


ft 2 — Mi 2 

Das Quadrat der Entfernung der beiden Punkte (mv) und v x ) 
von einander ist 

(u — Ui) 2 + (v — v x ) 2 = u 2 -\- (v — r t ) 2 ; 
nun ist, wie man leicht findet: 


v — r, = 


also nach dem Obigen: 

u 2 + (v — r x ) 2 — 
woraus sogleich 


M (r 2 r 4 3 ) 

ft + ji i r ' 


(ft 3 — Mi 2 ) r 2 (r 4 3 — r 3 ) + {J 2 (r 4 2 — r 2 ) 2 


u 2 4- (v — ri) 2 


(ft r 1 ± Ml >0 2 

(r 2 — r 3 ) (m 2 r 4 2 — Mi 2 r 2 ) 


oder 


(m ^i ± Mi r) 2 


. /- . . M + Mi r 

u 2 4~ (v — ri) 3 = (r x 2 — r 3 )-, 

ft r x ± Mi r 

oder, wenn wir die Punkte (uv) und (u x i? 4 ) respective durch Pund 
Pi bezeichnen: 


folgt. 


PPi = 



ft r i + fti r 
ft r ii fti r 


Bezeichnen wir den gemeinschaftlichen Mittelpunkt der beiden 
gegebenen Kreise durch S, so ist natürlich 

S P — r, SPi = r x . 
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Bezeichnen wir nun ferner die an den beiden Punkten P und P x 
liegenden Winkel des Dreieckes P S Pi durch E und E i9 so ist 
bekanntlich 


cos E — 


cos Ei = 


TT 2 + SP 2 — SP i 2 _ PP 2 + r 3 
2 . PP\ . SP 
TP* + STS-SP* 


2 r . PPi 
"PP 2 + r 2 - 

2 . PP ± . SP ± 2 . PP ± 

aber nach dem Obigen: 

-- 2 ii x r(r x 2 — r 2 ) 

PPS + r 3 — r,*= + ' yi J 

PPS + rS— r z = 

also, wie man sogleich übersieht: 

00 , E~ + - 

ß r. 


ßr x ± ßi r 
2 ß r, (r t °- — r 3 ) 
/y. i-j ± r 


COS E t 


l J ■ Oi 


T \ — r 2 ) \ f ß + ß, r _ 

i ±ß t r V (rS — r 3 ) (,« r i + ß x r ) ’ 

■v. 


p »1 ± Pi r 


P^x ± H r f Oi 2 — r3 ) (P r i + Pi r ) 

Diese Formeln noch weiter zu reduciren, ist nicht zulässig, 
weil man sich dabei nicht würde versichert halten dürfen, dass die 
Vorzeichen der beiden Cosinus richtig bestimmt bleiben; allerdings 
aber übersieht man auf der Stelle, dass 


cos E 2 = 


cos Ei 2 = 


p 2 Qi 3 - r 2 ) 
P 3 r x 2 — fi^r 2 ’ 
p z O^i 2 — ^ a ) 
P 2 r 2 —p 2 r 2 


ist. Bemerkenswerth ist auch die aus den vorhergehenden Formeln 
sich unmittelbar ergebende Proportion: 

cos E : cos Ei = ^ fti : fi. 

Sehr leicht erhält man ferner: 

0 3 -/VW 


sin E 2 = 1 — cos E 2 = 


sin Ei 3 = 1 — cos Ei 2 = 


fi 2 rp — i±i 2 r 3 * 
(pt 3 — ptj 3 ) r 3 

»i 2 a» 2 _ ft 2 a »2 

fi r x fi x 7 


also, weil die Sinus der 180° nicht übersteigenden Winkel E und E x 
immer positiv sind: 
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G i* u n e r t. 


woraus die sich auch ganz von selbst verstehende Proportion 
sin E : sin E t = i\ : r 

folgt. 

Endlich erhält man aus dem Vorhergehenden auch unmittelbar 
die beiden folgenden sehr einfachen Formeln: 

lang E‘ - K 7 , lang E,‘ _ 

fi(r ± 2 — r-) J fi 2 (r x 2 — r~) 

Bezeichnen wir den an dem Punkte S liegenden Winkel des 
Dreiecks PS P t durch S 9 so ist bekanntlich 


cos S = 


SP* + SP ± 2 — P P ± 2 r 2 + r 2 — PP* 


2 . SP. SP, 


es ist aber, wie man leicht findet: 


also : 


r 2 + r i 2 — PPi 3 = 2 r 

cos S = 


2 rr A 


fir ± fi i r i 


ßr t ± ß t r 
fir ± fi 1 r i 


woraus sich leicht 


sin S 2 = 


also 


lang S 2 = 


fir ± ± fi t r 

p 2 — ftl ») (r* — r 2 ) 
P r ± + /x 1 r ) 2 

P 2 - /^i 2 ) Pi 2 — ^ 2 ) 


P r ± H ^i) 2 

ergibt. 

In der Theorie der Stillstände der Planeten setzt man das Ver¬ 
hältnis p : pi dem Verhältnisse der Geschwindigkeiten zweier in 
concentrischen Kreisen in einer Ebene sich gleichförmig bewegen¬ 
den Planeten, von denen der eine gewöhnlich die Erde ist, gleich. 
Sind nun T und Ti die Umlaufszeiten dieser Planeten, so ist 
2 r 7r 2 r ± tz r r i 
T * T x = T : J\ 
das Verhältnis der Geschwindigkeiten, also 

V ■ Vi = ■ 7jT = r T> : Ti T ’ 

folglich 

p 2 :p t 2 = r 2 : r t 2 T 2 . 

Nach dem dritten Kepler’schen Gesetze ist aber 
r x 3 : r 3 = T x 2 : T 2 , 
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also nach dem Vorhergehenden: 


woraus 


oder 


fl* Ui 

—« : — = r 2 : r x 2 , 

r 6 r o 


H 2 : fi x 2 = r 2 r x 3 : r x 2 r 3 = r x :r 


/jl :/ii = Yr x : Yr 
folgt. Also ist nach dem Obigen: 


_ _ (r x 2 — r 2 ) W 1 / 

COS E = -j -, .. V 


r x Yr x ± r Yr 


r x Yr x ± r Yr " ( [r x 2 — r 2 ) (r x V r x + r V r) 9 


COS E x = 


Oi 2 — >' 2 ) ^ r i 


V-, 


r ± Yr x ± r Yr 


r x Yr x ± r Yr * ( r x 2 — r 2 ) (r x Y r x + r Yr) 9 

folglich 

cos : cos E x = + Yr : Yr x . 

Setzt man der Kürze wegen 

T x Vr x ± rYr 




r 2 


so ist: 
cos E ■ 




K 


_ Vr i V K 

K * r x Yr x + rYr 9 C ° S 1 K ^ r x Yr x ^ rYr 


Diese Formeln sind zwar etwas weitläufig; wollte man dieselben 
aber weiter vereinfachen, so würde man Gefahr laufen, dass die 
Vorzeichen der Cosinuse nicht richtig bestimmt blieben. In der That 
sind diese Formeln, welche bis jetzt unter der vorhergehenden Ge¬ 
stalt noch nicht bekannt waren, die einzigen, welche eine ganz 
unzweideutige Berechnung der Winkel E und E x , die in der Astro¬ 
nomie bekanntlich die Elongationen der betreffenden Planeten von 
der Sonne genannt werden, gestatten; keine andere der bis jetzt in 
den astronomischen Lehrbüchern vorkommenden Formeln ist dies zu 
leisten im Stande. 

Leicht ergibt sich mittelst des Obigen auch: 


. ^ ( r i — r) r, 2 . „ (r A — r) r 2 

sm E 2 = ^— n - sm E x 3 = -Br¬ 


uder: 


sin E 2 = 


r 2 + r r 1 + r x 


-, sin E x 2 = 


r 2 -1- r r x + r x 


2 ’ 

















lü 


G r u n e r fc. 


also: 

SW E = 1 = - ; 

F r 2 _j_ r Yr z -f r r x + r Y 

welche Formeln es aber unbestimmt lassen, ob die Winkel E und E t 
spitz oder stumpf sind. 

Leicht erhält man nun auch: 


r r r t r \ r r r _l r ) 

cos E 2 = —— - : --, cos Ei 2 = 


r s + r r. -f 


folglich: 


oder: 


tanq E z = —-— --, tanq EY = —— -- 

r (r -f- r t ) J r t (r -f r 4 ) 


er, er 


tang E z = -, taug E x * — 

i + - i + - 


woraus sich ohne Beziehung der oberen und unteren Zeichen auf 
einander 


r i 


r 


tang E = ± 



tang E t = ± 


ri 



+ — 
ri 


ergibt, und die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen sind, je 
nachdem die betreffenden Winkel spitz oder stumpf sind; ob aber 
das Erste oder das Zweite der Fall sei, darüber liefern natürlich 
diese Formeln gar keine Entscheidung, so einfach dieselben auch an 
sich sind; eine solche Entscheidung liefern nur die oben von mir 
gegebenen, bis jetzt noch nicht bekannten Ausdrücke von cos E und 
cos Ei , welche freilich weitläufiger sind. Die vorhergehenden Aus¬ 
drücke von tang E und tang Ei sind die , welche bis jetzt allein in 
den astronomischen Lehrbüchern Vorkommen; ihre erste Erfindung 
scheint Keill (a. a. 0. S. 236) zu gebühren, wie auch Delambre 
in seiner Astronomie theorique et pratique, Tom. III, 
pag. 8 bemerkt. 

Endlich erhalten wir aus dem Obigen noch zur Bestimmung des 
Winkels S die folgende ganz allgemein gütige Formel: 

r V r x ± r. Yr 

cos S — 


r t Y r x + r Yr 
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Aus dieser Formel ergibt sich: 


also: 


oder: 


o • . c J p Ol — r) (Vr i + Yr) 

2 sm ä A = 1 — cos o = - -? - -r? - 

* r i Vr i ± r V r 


2 cos l S z = 1 cos S = 
tang | S~ = 
tang \ S 2 


(r x + r) (Vr i ± Yr) 
r ± Yr t ± r \ r 

i — r Yr ± ^ Yr 


r ± -f r Yr ± ± Yr 
{Y r x =F Y r) % 


ri + r 


und folglich, weil tang \ S immer positiv ist: 


tang \ S = 



+ Vry 

+ r 


wo es nicht verstattet ist, die Quadratwurzel aus dem Zähler wirk¬ 
lich auszuziehen, eben desshalb, weil, wie schon erinnert, tang\S 
immer positiv sein muss. 

Auch ist, wie man leicht findet: 


sin S* = 


(r 1 + r) ( r 1 — r ) 3 
(r ± V r x ± r Yry 


Will man praktisch ohne alle Zweideutigkeit rechnen, so scheint 
mir dabei das folgende Verfahren das einfachste zu sein. Man 
berechne S mittelst der Formel 


oder: 


tang | S = 



r ± + Yry 

r ± + r 


tang \ S 



wobei nie eine Zweideutigkeit bleiben kann. Dann kennt man 
E + E t = 180° — S. 

Weil nun in dem Dreieck P S Pi die Winkel E und Ei den 
bekannten Seiten i\ und r gegenüber stehen, so weiss man, welcher 
von denselben der kleinere ist, und dieser Winkel ist jederzeit spitz, 
kann also immer mittelst einer der beiden Formeln: 


Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. XVII. Bd. I. Hft. 


2 
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G r ti n e r t. 


tang E = ± 



tang Ey = ± 





r 

r t 


in denen für spitze Winkel die oberen Zeichen zu nehmen sind, 
gefunden werden, worauf man dann auch den andern der beiden in 
Rede stehenden Winkel leicht ohne Zweideutigkeit findet, weil man 
nach dem Obigen die Summe E-\-E t dieser beiden Winkel kennt. 


III. 


Wir wollen nun zwei aus demselben Mittelpunkte mit den 
Halbmessern r und r x beschriebene Kreise betrachten, deren Ebenen 
unter einem gewissen Winkel gegen einander geneigt sind. Den 
gemeinschaftlichen Mittelpunkt der beiden Kreise nehmen wir als 
Anfang der xyz an, ihre gemeinschaftliche Durchschnittslinie soll die 
Axe der x , und die Ebene des mit dem Halbmesser r x beschriebenen 
Kreises soll die Ebene der xy sein. Bezeichnen wir dann den 180° 
nicht übersteigenden Winkel, welchen die Ebene des auf der 
positiven Seite der Ebene der xy liegenden Theils des andern mit 
dem Halbmesser r beschriebenen Kreises nach der Seite der 
positiven y hin mit der Ebene der xy einschliesst, durch i ; so 
sind die Gleichungen der beiden Kreise offenbar für den einen: 
x 3 -j- y 3 + 2 3 = r 2 9 z = y tang i 

oder: 

x 2 -f- y 2 -f- z 2 = r 2 . y sin i — z cos i — 0 : 
und für den andern: 

x 2 -f- y 3 = r x 2 9 2 = 0. 

Daher haben wir zwischen den gesuchten Coordinaten u , v, w 
und u i9 v i9 iv x jetzt die folgenden Gleichungen: 

n 3 v 2 + w 2 = r 3 . v sin i — w cos i — 0 
und 


u x 2 -f- v x 2 — r x 2 , w x — 0. 

Aus diesen Gleichungen erhält man durch Differentiation: 

dv d iv d v , dw 

u -f- v -1 - w — = 0, — sin i -— cos z — 0 

du du d u d u 


und 


u x + v x 


dv x 

d Uy 


Also ist, wie man leicht findet: 


dwy 

d Uy 


= 0. 
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u cos i -j- (v cos i w sin i ) 


d v 
du 


o, 


u sin i + (y cos i -f- w sin i) — = 0 

d u 


und folglich: 

d v 
d u 

woraus sich 


d w 


v cos i + w sin i du v cos i -f- iv sin i 

dv\* rd w\2 u 2 -)- (v cos i + w sin i ) 2 


(v cos i + io sin i ) 2 


i + pü) J + « 

^ \du) T \du) 
ergibt. Nun ist aber 

u 2 -J- (y cos i -f- iv sin i) 

— u 2 -j- v 2 -f- w 2 — v 2 (1 — cos i 2 ) — w 2 (1 — sin i 2 ) -f- 2vw sin i cos 

— u 2 v 2 -f- w 2 — (y 2 sin i 2 — 2mv sin i cos i -(- w 2 cos i 3 ) 

= u 2 -f- v 2 -f- 'ic 2 — (v sin i — iv cos i) 2 , 

also, weil nach dem Obigen 

n 2 -|- v 2 iv 2 — r 2 , v sin i — w cos i — 0 
ist: 

u 2 + (y cos i + tv sin i) 2 — r 2 , 

folglich: 

\ _j_ r 2 

\du/ \d u ) (y cos i + w sin ?*) 3 
Ferner ist nach dem Obigen: 

d v x u x d w x 


d Ua 


also: 


v x d u x 


= 0 ; 


1 -L flM® I «i a +V = V 

\du x ) ydu x ) v x 2 v x 2 

Hiernach erhalten wir nun zuvörderst nach I. 4) die folgende 
Gleichung : 


0 = (u — 


■ZT, ■ ~ + (® - »*) 


oder: 


v cos i -j- io sin i v t 1 v lJ v cos i -\- w sin i 

( u cos i Ua\ 

-:-—- 

v cos i 4- w sin i v x ) 


0 = (ii — u x ) uu t sin i -f- (y — v x ) uv x sin i 
— tv { uvi cos i — u x (y cos i -j- w sin i) } , 
welche man leicht auf die Form : 

0 = tii (ti 2 + w 3 ) sin i — u (u i 3 + v x 2 ) sin i + uvv x sin i 

— w (iiv x — vui) cos i, 

2* 
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oder auf die Form: 

0 = u x (u 2 + v 2 -f~ w 3 ) sin i — u O^i 3 + ^i 3 ) s ^ n i 
+ v (uv t — vu x ) sini — w (uv\ — vu x ) cos i, 
also auf die Form : 

0 = [iii (u 2 + v 2 + tu 2 ) — u(u t 2 + ^i 3 )} sini 
+ (uv i — vu i) (v sin i — w cos i) 9 
folglich wegen der Gleichungen : 

u 2 + + w 3 = r z > ^h 2 -j— V\ 2 = v x 2 f v sin i — w cos i = 0, 

auf die äusserst einfache Form : 

u r x 2 — Ui r 2 = 0 

bringt. 

Wenn man jetzt die beiden Gleichungen I. 8), mit Rücksicht 
auf den vorliegenden besonderen Fall durch einander dividirt, so 
erhält man die Gleichung: 


dv \/. f dv i\ 2 d ”i l/, f d v\ 2 fdw\ 2 

^ V 1+ fa) ^»^V < + fc) +u) 

d w 1 f , / d »t'V 3 

<• j;V , + C-) 


Weil man nun nach dem Obigen mit Beziehung der oberen und 
unteren Zeichen auf einander entweder 


Vi + (-Y+ f—) = ±_-_, V i + (—Y = ± - 

\duJ v du) v cos i + w sin i 1 \du x ) v x 


oder: 


V i + rin v rlü) 3 = +_i_, V i + + ü 

\du) \du) v cos i -(- w sin i ' \du x ) v x 


setzen muss, so erhält man im ersten Falle: 

v — v x fir x u cos i + fi t r u x 
w f± r x u sin i 

und im zweiten Falle: 


v — v x fi r x u cos i + fi x r u x 
w fir x u sin i 

hat also im Grunde doch nur die eine Gleichung: 

v — v x f>. r x u cos i fi x rv x 
w fi r x u sin i 

folglich die Gleichung: 

fii\ u (v — Vi) sin i — [ir x uw cos i = + [x x rwu x , 
oder die Gleichung: 

l± r x u (v sin i — w cos i) — fi r t uv x sin i — + l^i vwu x , 
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was, weil 


v sin i — w cos i — 0 
ist, auf die höchst einfache Gleichung 


g ^ tiVi sin i — ±g i rwtii 

führt. 


ßU , , TW 

oder - sm i — ± - 

ßi u t v t 


Weil bekanntlich io = v fang i ist, so wird vorstehende 
Gleichung: 


fi u . rv 

- cos i = ± -, 

IH u i r \ v \ 

und wir haben daher jetzt die folgenden Gleichungen: 

u r 2 v ßr i u . fi r 

— = — , — = ±- cos l = ± *- COS l , 

u i r t 2 fi 1 ru i ßi r i 

welche wegen ihrer Einfachheit jedenfalls sehr bemerkenswerth sind. 

Aus der Gleichung 

u 2 + v 2 + w2 — r 2 

erhält man, weil w — v tang i ist, folglich: 

u 2 -f- v 2 sec i 2 = r 2 , 

also, weil nach dem Obigen 

r 2 ' ßr 

U = — Ul 9 V = ± - V{ COS l 

r 4 2 ß x r x 


r 4 ß 2 r 2 

— H-ö—^ v i 2 sec i 2 cos i 2 = r 2 , 

folglich: 

g { 2 r 2 u x 2 -j- fi 2 2 Vi 2 — fix 2 r \ 4 . 
Verbindet man hiermit die Gleichung 


Ui 2 -j- Vi 2 — r x 2 , 

indem man sie unter einer der beiden folgenden Formen schreibt: 
g 2 r, 2 Ui 2 + fl 2 Ti 2 Vi 2 = g 2 1 \ 4 , 
l±i 2 r 2 ui 2 + g t 2 r 2 v ± 2 = g x 2 r 2 ?\ 2 ; 
so erhält man durch Subtraction dieser Gleichungen auf der Stelle: 
(g 2 r t 2 — g x 2 r 2 ) u x 2 = (g 2 — g t 2 ) r ± 4 , 

( j g 2 7\ 2 — gi 2 r 2 ) Vi 2 — g x 2 r x 2 (r x 3 — r 2 ); 

also: 

fl = (/x 2 — ßi 2 )^ fl _ ß 2 r 2 (r 2 — r 2 ) . 

Ui ß 2 ri 2 — ßi 2 r 29 Vl ß 2 r 2 —ß 2 r 2 

und verbindet man nun hiermit die folgenden, aus dem Obigen sich 
unmittelbar ergebenden Gleichungen: 
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Grüner fc. 


ar 

u = — Ui , v — ± - v t cos i ; 

*V Pi r i 

fi r . 

iv — v fang i — ± - ^1 = 0; 

r i 

so sieht man, dass alle sechs Coordinaten bestimmt sind. 

Auf ähnliche Art wie in II., auch alle dort eingeführten Bezeich¬ 
nungen hier beibehaltend, betrachten wir nun wieder das Dreieck 
PSP X , indem wir unser Augenmerk hauptsächlich auf die Bestim¬ 
mung der an den Punkten P 9 P i9 S liegenden Winkel E 9 E i9 S 
dieses Dreiecks richten. 

Zuerst ist 

PPi 2 = (u—Ui ) 3 + ( v — v t ) 2 + (tv — Wi) 

= U 2 + V 2 + w2 + ^l 3 + v i 2 - 2>UU± — %VVt 

= r 2 + r t 2 — %uiii — 2vVi 


r 3 + Ti 2 


r" _ fir 

2 — tii 2 + 2 - v ± 3 cos t 

! i 1 r i 

o , 9 Ä(/i a —/ij 3 )^^ 3 %ßß x rr x (>’i 3 —r 3 ) 

r 2 + n* -—- tt ± ——- cos i. 


ß 2 r i 2 —ß 1 2 r 2 


fi 2 rf—pfr 2 


woraus sich nach leichter Rechnung: 

N u 2 r* 2 + a. 2 r 2 + 2 cos i 

PP t 3 = (r,»—r») 1 „ „ --. 

tP V — /ij 3 r a 

also: 


PA = 

ergibt. 


Vo V 


r 3 ) 


/a 3 r ± 3 + ß x 2 r 3 + 2 /a/Aj rr x cos i 


Hieraus erhält man ferner leicht: 

2 ß x r (rj 2 ~ r 3 ) r + ß'C j cos i) 


PPi 3 + r 


. n 3 = 


/a 3 r x 2 — fj. x 2 r 2 


PPi 2 “1“ 2 — r 2 = 


2ßr x (r 1 3 — r 3 ) (//.y* 1 + ;A t r cos £) 


ß 2 r x 2 —fi x 2 r 2 


und weil nun bekanntlich 

PP X 2 r 2 — r. 


• cos E 
ist, so ist: 


2r . PP 


—, cos E X = 


pp 2 + Tj Z 


2 r, . PP t 


cosE ■ 


ßiiVi 2 — r 2 )(ß x r + firicos i) 


COS Ei- 


fi 2 Ti 2 — ßpr 2 


ß(r 2 — r 2 )(f±ri-\-fj. x rcos 


«y 


fi 2 r 2 - f±i 2 r 2 


fj 2 r { 2 — ß x 2 r 2 


•os ^)^/ r 


(r 4 3 —r 3 )(/x 3 r 1 3 -f-/ji 1 2r 3 + 2 i a/A 1 rr 1 cos i)* 

/ a 3 r x 2 — ßi 2 r 2 
(r x 2 —r 3 )(/A 3 r 1 3 -}-/A 1 2 r 3 T %ßß ^r^os £)’ 
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welche Formeln eine weitere Abkürzung nicht gestatten, weil, wenn 
man sich dieselbe erlauben wollte, die Zeichen von cos E und cos Ei 
nicht richtig bestimmt bleiben würden. 

Aus den vorstehenden Formeln ergibt sich aber: 


cos E 2 — 
cos E^ — 


fi 2 (r x 2 — r 3 ) (fi x r + fir t cos i ) 3 
(fi 2 r j 3 — fi x 2 r 3 ) (pi 3 r x 2 + fi x 2 r 2 + 2 fifi x rr x cos i) 9 
fi 2 (r x 2 — r 3 ) (fir x + P4 r cos i) 2 
(ff 2 r x 2 — f± x 2 r 3 ) (fi 2 r 2 + fi x 2 r 2 =F 2fJ.fi x rr ± cos i ) * 


also, wie man hieraus ferner leicht findet: 

. r x 2 {fi 2 (fir L + fi t r cos i ) 3 — fi x 2 (fi x r + fir x cos i) 2 } 

sm E 2 = --, 

(pt 3 r A 2 — y. x 2 r 3 ) (pt 3 r x 2 4~ fi x 2 f* 3 + 2 fifi x r r ± cos i) 


. ^ rZ C ar i + Mi r cos i) 2 — fi 2 (fi t r + fir x cos i) 2 } 

-ll E x 2 — -——-*. 

(fi 2 r x 2 — fi x 2 r 2 ) (fi 2 r 1 2 + Pi 2 ri + 2 pt pt 1 r r x cos i) 

Es ist daher auch jetzt, wie es sein muss: 

sin E : sin E x = r x : r ; 


dagegen ist jetzt: 

cos E 2 : cos E x 2 = p x 2 (p x r + pr x cos i ) 3 : / 1 2 (pr x + p x r cos i ) 3 , 
welches für i — 0 in : 


cos E 2 : cos E x 2 = p x 2 : p 2 
übergeht; auch ist nach dem Obigen: 

cos E : cos E x = pi (p x r + p r x cos i) : p(pr x + p x r cos ?’), 
folglich für i = 0: 

cos E: cos E x = p x (p x r + pr x ) : p (pr x =F P\ r) 

= + p-i (pr i + ui r)--n 0»’j + Hi r), 

also: 


cos E: cos E x = ^ p x :p, 

ganz eben so wie wir schon in II. in diesem Falle gefunden haben. 

Durch Division erhält man aus den vorhergehenden Formeln 
sogleich: 


tang E 2 

tang E x 2 
Weil 


r \ {m 2 0* r \ + j^i r cos i ) 3 — ptj 2 (pt 4 r + fir x cos £) 2 } 
pt-i 3 (r 4 3 — r 3 ) (pt 1 r + fi r x cos i) 2 
r 2 {fi 2 (fi r x + fi t r cos i) 2 — fj. x 2 (fi x r + fi r x cos *) 3 } 
fi 2 (r x 2 — r 2 ) (fJ<r x =F fi x r cos i) 2 


COS S — 


r 2 + r x 2 — PP X 2 
2rr x 


und , wie man leicht findet: 
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G r «ti e i‘ t. 


r* + r 1 » — Pl\ 2 = 2rr x 
ist, so ist: 


{x r i Qx r ± p x r t cos i) — p t r (j a x r t ± fxr cos i) 


/** r 2 — p 2 r 2 


fx r 1 (/x r ± [x i r x cos i) — \x x r (p i r i ± /xr cos i) 
COS o = - . - ■—-—--——— , 

9 9 9 9 * 

oder auch: 


P z r 2 — p 2 r 2 


COS 

woraus: 

sin S 2 = 
also ferner: 

taug S 2 = 


_ (/x 3 ~ fx x z ) r r i ± fj.[x t ( r t 2 — r 2 ) cos i 

' O * ö > 


/x 3 r 1 3 — p x 2 r 2 


( r x 2 — r 2 ) {/x 3 (fxr y + p i r cos i ) 2 — [x x 2 (p x r + pr x cos i) 3 } 
(/x 3 r x 2 — p t 2 r 2 ) 2 

(r, 2 — r 3 ) {fx 2 Qx r 1 + p i r cos i ) 3 — p x 2 Qx x r ^ pr x cos i) 3 } 


|/x (/x r ± /x t r 1 cos i) — \x x r (/Xj r x + p r cos £)j 3 

folgt. 

Weil 

2 sin l S 2 = 1 — cos S, 2 cos \ S 2 = \ cos S 
ist, so ist auch: 

o • , Oo ( r l ~ r ) fr 4 0 * r i + r C0S 0 + Mi Ol =F M COS i)} 

2sm|6 3 = 

2cosi5' 3 = 

also: 


/x 2 »V —/x* 3 r 3 


(r, +• r) {/x (/x rj + \x x r cos i) — p x (p x r + pr t cos *)} # 


P~ *1 — Mi r 


taug 


^ l/ r i ~~ r P fr r i + I J 1 r cos 0 + H CMi r + P- r i cos 0 
’ + r /x (/x r 1 =F /x* r cos i) — /x t (/x 4 r + /x cos «) 


oder: 


tang 


!S =V- 


r jtx 2 r 4 4~ P4 3 r + u /x 4 (r -f- r 4 ) cos * 


Setzt man: 


r 4 -J- r /x 3 r* — /x^ r 4- /x/x t (r — r t ) cos i 


, n P'i fx t r + fxr x cosi 

taug (y = — 


/x /xfj -f- /x 4 r cos * 


so ist: 


also: 


tang \ S 




r x — r 1 + tang 9 

r x -f- r 1 — tang 0 9 


tang | 


S — V - -~ fang (43° + 0); 


r t + r 


und weil nach dem Obigen: 
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tang E 2 



\fi 2 (fi r x ■+■ fi x r cos i) 2 
[f/.y (fi i r + ar x cosiy 


tang E t 2 = 



ist, so ist: 



+ fi r x cosi) 2 
fi 2 (fi r x fi x r cos i) 2 \ 


tang E 2 = 



(cot 6 2 — 1) 



cos 0 2 — sin 0 2 


sin 0 2 


tang E ± 2 = 
also: 


(1 — tang 0 3 ) = 


a*2 


cos 0 2 — sin 0 2 


2 _iv»2 


s20 


tan( J E% = Ti“3 • Zr-Zi ’ tanf J E i 


COS 0 2 
r 2 cos20 


r x 2 — r 2 sin 0 2 ' 


r x 2 — r 2 cos 0 2 9 


oder: 
tang E 2 — 


r x 2 cosW 

tang ES = 


(r ± — r) (Yj-j-r) sin 2 0 


cos20 


(r x — r) (r x -f-r) cos 0 2 


Wenn man S mittelst des obigen, eine Zweideutigkeit nicht 
zulassenden Ausdrucks von tang VaiSberechnethat, so kennt man auch 
E + E t = 180<> — 5, 

und da man nun auf dieselbe Art wie in II. immer leicht beurtheilen 
kann, welcher von den beiden Winkeln E und Ei der kleinere, also 
spitz ist, so lassen sich mittelst der obigen Formeln für ta7ig E 2 und 
tang Ey offenbar auch E und E± ohne Zweideutigkeit bestimmen. 

Wie in II. könnte man nun auch jetzt wieder in allen obigen 
Formeln für die Verhältnisse g 2 : g x 2 und g : g x respective die Ver¬ 
hältnisse ?\ : r und Vr x : ^r einfiihren; der Kürze wegen will ich 
mich aber damit begnügen, dies nur in einigen dieser Formeln zu thun. 

Unmittelbar erhält man nämlich: 


tang 6 


V r r V r r x V r x . cos i 

V r x r x V r x + r \ r . cos i 


tang */ a S = 
taiig E 2 — 
tang E t z — 


\ ri ^ r tang (45° -j- 0), 

r x 2 cos 20 

(r x — r) (r x -f* r) sin 0 2 

r 2 cos 2 0 

(r x — r) (r x -j- r) cos 0 2 9 


E + Ei = 180° — S. 


























Grüner t. 


Diese Formeln, bei denen man nur noch zu beachten hat, dass 
E^E { ist, je nachdem i\ ^ r ist, woraus sich also immer sogleich 
ergibt, welcher der beiden Winkel E und E x spitz ist, dürften die 
bequemste numerische Rechnung gestatten, wenn man zugleich, was 
natürlich von besonderer Wichtigkeit ist, die Rechnung ohne alle 
Zweideutigkeit führen will. 

Leicht ergeben sich aus dem Obigen auch die folgenden Formeln: 


cos E* = 

cos E ^" 
und: 


r 0* + r i ) 

r 2 + r r ± + r 4 a 

r i 0 + ^i) 


r 3 + h\ z + 2 r r t Yr r ± . cos i 


r 3 _i_ r ^3 _j_ 2 r r ± Yr r 1 , cos i 


sin E 2 = 


sin E t z = 


i + 


rr 1 (r-^- r,) sin i' z 


r- + r + r 


?{ 


1 + 


" 3 -j- r 4 3 + 2 r r x Yr r x . cos i 
r r x (r r^) sin i 2 


r 3 + r x z + 2 r r x Yr r x . cos i . 

Diese Formeln zeigen, dass man, wenn man näherungsweise 
i — 0 setzt, also die Neigung der Ebenen der beiden Bahnen gegen 
einander vernachlässigt oder als verschwindend betrachtet, nur um 
Grössen der zweiten Ordnung fehlt. 

Um den Gebrauch meiner Formeln an einem Beispiele zu zeigen, 
wähle ich den Mercur. Nach Bohnenberger, a. a. 0. S. 300 und 
301 ist für diesen unteren Planeten: 


r 4 = 1,0000000 
r = 0,3870981 
i = 7 9 0 ! 9" 1 
1 — r = 0,6129019 

1 + r = 1,3870981 

log r = 0,3878211 — 1 

log Y r = 0,7939106 — 1 

log . rYr = 0,3817317 — 1 r Y r= 0,2408417 

log cos i = 9,9967483 — 10 cos i = 0,9923407 

rYr — cos i = — 0,7316990 

rY r -f- cos i = 1,2333824 

log (rYr .cos i) = 0,3784800 — 1 rY r . cos i = 0,2390432 

1 —rY r . cos i = 0,7609348 

1 -j-rY r . cos i = 1,2390432 
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! 0,7316990 

“~ r ‘ 0,7609548 

1,2333824 

Yr . -- 

1,2390452 

wo der erste Werth für die oberen, der zweite für die unteren 
Zeichen gilt. 


Obere Zeichen. 


log 0,7516990 = 0,8760430 — 1 

log Yr = 0,7939106— 1 

0,6699536 — 1 
log 0,7609548 = 0,8813589 — 1 

log lang 0 = 9,7885947 — 10 

6 = — 31 9 34 ä 30" 0 
45» -f 0 = 13 9 25 ! 30" 0 


log (1 — r) = 
log lang (45° + 0) = 

log (1 + r) = 

2 ) 

log lang | S — 

IS = 

s = 

E-\- Et = 180» — S = 


0,7873909 — 1 
9,3775911 — 10 
0,1649820—1 
0,1421072 
0,0228748 — 1 
0,5114374—1 
9,5114374 — 10 
17 9 59 ! 12" 7 
35 9 58 ! 25" 4 
144 9 1 ! 34" 6 


Ti > r, Ei spitz. 

log . r* = 0,1756422 — 1 

log cos 20 = 9,6548081 — 10 

0,8304503 — 2 


log (1 — r) = 0,7873909 — 1 

logli+r)= 0,1421072 
log . cos 0 3 = 0,8609036 — 1 

0,7904017 — 1 
0,8304503 — 2 
0,7904017 — 1 
0,0400486 — 1 
2) 0,5200243 — 1 













28 


<i r 11 n e r t. 


t\ > 


log lang E t = 
E t - 

£ + Ei = 

E = 


9,5200243 — 10 

18 9 19 ! 20" 2 
144 1 34" 6 

125 9 42 ! 14" 4. 


Untere Zeichen. 


log 1,2333824 = 

0,0910977 

log Yr = 

0,7939106 — 1 


0,8850083 — 1 

log 1,2390452 = 

0,0930871 

log fang 6 = 

9,7919212—10 

6 - 

31 9 46 ! 16" 0 

4S° + 6 = 

76 9 46 1 16" 0 

A 

1 

II 

0,7873909 — 1 

log taug (45° + 0) = 

10,6287846 — 10 


' 0,4161755 

log (1 + r) = 

0,1421072 


0,2740683 

2) 

0,1370342 

log lang \ S = 

10,1370342— 10 

IS = 

53 ? 53 ! 34" 8 

s = 

107 9 47 ! 9" 6 

£ + E t = 180° —5 = 

72 ? 12 ! 50" 4 

spitz. 


. r 3 = 

0,1756422 — 1 

log cos 2 0 = 

9,6488849 — 10 


0,8245271 —2 

log (1 — r) = 

0,7873909 — 1 

log (1 + r) = 

0,1421072 

log . cos 0 3 = 

0,8589996 — 1 


0,7884977 — 1 


0,8245271 — 2 
0,7884977 — 1 
0.0360294—1 


2) 0,5180147 — 1 
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log tang Ei — 9,5180147 — 10 

Ei = 18 ? 14 ! 35" 9 

E + Ei = 72 12 50 4 

E = 53 ? 58 ! 14" 5. 

Noch will ich endlich bemerken, dass die aus dem Obigen 
bekannten Formeln: 


w 4 3 


Q a —^ t 3 ) 

fSrf—iifr 3 ’ 


v t 2 


H r , 3 pj *— r 3 ) 
/i 3 r , 3 —/ipr 3 


, w, = 0 ; 


r 3 /x r . /x r 

ft = — ft t , v = ±- V\ cos i, w = ± - v t sin i 

r \ Mi r t Mi r , 


zur Bestimmung der Coordinaten ft, i?, w; ft 1? v l9 ft?i, wenn man für 
die Verhältnisse fi z : fix* und jj .: respective die Verhältnisse r t : r 
und Yti : Yr setzt, die folgende Gestalt annehmen: 




ft = — ft!, v = + Vx cos i 


n *! 3 (r + r i) 
r 2 + r r t + r 4 s 


, = 0 ; 


, W = ±V 1 s/ft £ 


Herr v. Littrow, dem ich den vorhergehenden Theil dieser 
Abhandlung mitzutheilen mir die Freiheit genommen hatte, war so 
gütig, mich auf einen Aufsatz von Herrn Raabe in Zürich über die 
Planeten-Stillstände im XII. Bande der Annalen der Wiener 
Sternwarte *) aufmerksam zu machen und mir abschriftlich 
mitzutheilen, der mir bis jetzt ganz unbekannt geblieben war. In 
diesem schönen, sehr lesenswerthen Aufsatze, durch dessen Mitthei¬ 
lung Herr v. Littrow mich sehr erfreut und zu besonderem Danke 
verpflichtet hat, hat Herr Raabe das Problem der Planeten-Still¬ 
stände ganz aus dem astronomischen Gesichtspunkte in sehr allge¬ 
meiner Weise behandelt, indem ich in der vorliegenden Abhandlung 
den Gegenstand mehr als eine bemerkenswertbe geometrische Auf¬ 
gabe, die zu vielfachen weiteren Untersuchungen Veranlassung geben, 
und namentlich jüngeren Mathematikern zu zweckmässigen Übungen 
empfohlen werden kann, aufzufassen mich bemühte, was von mir 


l ) Dem wesentlichen Inhalte nach auch abgedruckt im Crell e'schen Journale. Bd. H. 
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Grunpr t. 


auch schon durch die diesem Aufsatze gegebene Überschrift ange¬ 
deutet worden ist. 

Inder Abhandlung des Herrn Raabe interessirte mich vor¬ 
züglich der Umstand, dass das Endresultat, nämlich in den von Hrn. 
Raabe gebrauchten Zeichen, die Formel: 



f 


so wie eigentlich auch alle übrigen in dieser Abhandlung entwickel¬ 
ten Gleichungen und Formeln , von der Neigung der Ebenen der 
beiden Bahnen gegen einander ganz unabhängig sind, ein Umstand, 
auf den Herr Raabe nicht besonders hingewiesen hat. Herr Clau¬ 
sen in Dorpat, der das in Rede stehende Problem auch vor¬ 
zugsweise aus dem astronomischen Gesichtspunkte in Cr eil es 
Journal der reinen und angewandten Mathematik, 
Band VI, S. 408, behandelt hat, ist auf dieselbe Unabhängigkeit 
seiner Formeln von der gegenseitigen Neigung der beiden Bahnen 
geleitet worden, und hat diesen Umstand auch besonders hervorge¬ 
hoben. Die von mir im Vorhergehenden entwickelten Formeln 
hängen dagegen sämmtlich von der Neigung der Ebenen der beiden 
Bahnen gegen einander ab. Ich gestehe, dass mir dieser Umstand 
zuerst auffallend war, dass mich aber der, namentlich durch seine 
Einfachheit ausgezeichnete Aufsatz des Herrn Raabe auch sogleich 
übersehen liess, welches der Grund dieser Erscheinung ist. Ich 
habe nämlich, in Übereinstimmung mit allen mir zu Gebote stehenden 
astronomischen Werken, namentlich in Übereinstimmung mit den in 
der Einleitung zu diesem Aufsatze genannten Astronomen, mein 
Augenmerk vorzugsweise auf die Bestimmung der sogenannten Elon¬ 
gation gerichtet, da diese für eine von der Erde aus zu beobachtende 
und durch Beobachtung zu constatirende Erscheinung wohl auch 
das eigentlich massgebende Element, und desshalb von allen früheren 
Astronomen gleichfalls lediglich ins Auge gefasst worden ist. 

Die Elongation, ebenso wie die sogenannte Commutation (S) 1 ), 
hängt in der That von der Neigung der Ebene der beiden Bahnen 
gegen einander wesentlich ab , wie meine im Obigen entwickelten 


1 ) Herr Raabe hat zwar die Commutation auch ins Auge gefasst, aber nur für wirk¬ 
lich verschwindende Neigungen, was natürlich nicht hierher gehört. 
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Formeln aufs Deutlichste zeigen. Dagegen hängt die von Herrn 
Raabe entwickelte Grösse fang (u —?/-[-&), wo u und u' die soge¬ 
nannten Argumente der Breite für den Planeten und die Erde und k 
die Länge des aufsteigenden Knotens der Planetenbahn bezeichnen, 
von der Neigung der Ebenen der beiden Bahnen gegen einander gar 
nicht ab, was jedenfalls ein sehr bemerkenswerther Umstand ist. 

Natürlich musste es für mich sehr interessant sein, zu unter¬ 
suchen, ob dieses Resultat, in welchem jedenfalls zugleich auch ein 
sehr bemerkenswerther geometrischer Satz ausgesprochen ist, sich 
auch aus meinen Formeln, ohne Rücksicht auf die Beziehung der¬ 
selben zur Astronomie, ableiten lasse, was, wie ich jetzt zeigen 
werde, allerdings ohne besondere Schwierigkeit möglich ist, so dass 
also die von mir angestellte Untersuchung mit Herrn Raabe’s Ent¬ 
wickelungensich in der schönsten Übereinstimmung befindet, und wir 
daher hier wieder ein sehr lehrreiches Beispiel vor uns haben, wel¬ 
ches zeigt, dass in vielen Fällen aus verschiedenen Gesichtspunkten 
angestellte mathematische Untersuchungen, — jede für sich, — 
zu eigentümlichen an sich bemerkenswerten Resultaten führen 
können, die aber dann zuletzt doch wieder sämmtlich im schönsten 
Einklänge mit einander stehen und zu einem Ganzen sich vereinigen 
lassen. 

Ich habe oben, in Bezug auf das dort näher eharakterisirte Coor- 
dinatensystem der xyz , die Coordinaten der beidea Punkte (iivw) 
und (tiiVf wC) oder, weil w x = 0 w x —0 ist v x ), auf die hier alles 
ankommt, bestimmt. Ich will nun den Winkel, welchen die von dem 
Anfänge der Coordinaten (der Sonne) nach dem Punkte (iiviv) (dem 
Planeten) gezogene Gerade mit dem positiven Theile der Axe der x 
(der Knotenlinie der Planetenbahn) einschliesst, durch bezeichnen, 
indem ich diesen Winkel von dem positiven Theile der Axe der x an 
nach der Seite der positiven s hin von 0 bis 360° zählen werde. 
Eben so will ich den Winkel, welchen die von dem Anfangspunkte der 
Coordinaten (der Sonne) nach dem Punkte (u x V\) (der Erde) gezo¬ 
gene Gerade mit dem positiven Theile der Axe der x (der Knoten¬ 
linie der Planetenbahn) einschliesst, durch <© > 1 bezeichnen, indem ich 
diesen Winkel von dem positiven Theile der Axe der x an nach dem 
positiven Theile der Axe der y hin von 0 bis 360° zählen werde. 
Dann hat man, wie leicht erhellen wird, die folgenden ganz allgemein 
gütigen Formeln: 
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li r u u e r t. 


u = r cos , v = r sin cos i , w — r sin <1$ sin i 


und 


Also ist 


und daher 


Ui — r { cos , v t — r x sin ‘ÖV 

v . v x 

— = tang cos i, — = tang <&i 


tang < Tn‘ — tang 


V U. — UV. COS l 


tang — töi) = — 

° v 1 + tang ‘W tang < ^T 1 v v 1 -f u u x cos i 

Nun haben wir aber im Obigen gefunden: 


so dass also: 


g. r 

V = ± - Vi COS l, 

Mi r ± 


g r 


V U\ = ± -- Ul Vi COS i 

Ml r l 


gr 


v Vi = ± -— Vf Vi cos i; 
Mi r t 


folglich nach gehöriger Substitution, wie man leicht findet: 
tang (tf - ,) = 

g r v x v x ± g x r x u u x 
ist. Ferner haben wir oben gefunden : 


also: 


uv i = 


Ui v ± , 


Ul , 


u u t = 


Ul Ui . 


woraus sich, in Verbindung mit dem Vorhergehenden, nach leichter 
Rechnung: 

, ^ (M^i + g x r) u ± v t 

tang _ *0 = ^ Bi , ±ftirWi , 

ergibt. Endlich haben wir oben gefunden: 


Hl 2 — 


(m 3 — Mi a ) r t * 
M 2 r i 2 — Mi 3 r 3 


v x 2 — 


Mi g r i 2 (r 2 — r a ) t 
g 2 r ± 2 — g x 2 r 2 


also ist, wie man nach einigen leichten Verwandlungen findet: 

Mi r x 3 (g x r x ± g r) (g r x =F g v r) 


[i r x v x 2 +fJL x r Ui 2 — 


#i2 2 _ 2 a^2 

A* r i rt r 
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und folglich: 


tang (‘55’ — V>\ ) = 


l i l r 1 ± /i r 


Wj v x 

H r t ’ 


wo nach den vorhergehenden Ausdrücken von 7/ t 3 und v t 2 offenbar 


u \ y* = f »i Vj a 3 ^ O a — /V) Qi 3 — *'*) 

Ml 8 fl 6 r^j O 3 r t 2 — j^ 3 r 3 ) 3 

also auch tang —T^i), von der Neigung / der Ebenen der beiden 

Bahnen gegen einander ganz unabhängig ist, welches Resultat jeden¬ 
falls ein besonderes Interesse darbietet. Weil, ohne Beziehung der 
Zeichen zu den früheren Formeln 

“i _ F(/x 3 —/xi 3 ) fo 8 — r 8 ) 

H r t z ~ r i 3 — r2 

ist, so hat man nach dem Vorhergehenden für ta7ig (‘B’-— < ‘55’ 1 ) die 
folgenden Ausdrücke : 

_|_ ^0* 8 ~ ^i a ) ( r i a ~ r3 ) 

/*i n ± P r 

__ /~Q 8 ~ /*i a ) ( r i s — r2 ) 

H r i ± f* r 

Setzt man hier wieder für (x 9 ^ wie früher respective Yi \, j/r, 
so erhält man: 

K(r 1 — r) fo 8 — r 3 ) ? 
r t ± r Yr i 

Y (r x — r) (r 4 3 — r 3 ) 

^ W ± r 

was man, ohne bestimmte Beziehung der Zeichen zu den Zeichen in 
den vorhergehenden Formeln, auch so zu schreiben berechtigt ist: 

(r ± — r ) Yr i + r 
r x Yr ± rVr x ? 

_ (r x — r)Yr x -f- r 
r x V r ± rYr t 

Für r x == 1 werden diese Formeln: 

(1 — r) Y\ -{■ r 
~Yr. (1 + Yr) 9 

(1 - r) Y 1 + r 
Vr.(l ± Fr) ’ 


+ 


tang (B — Bi) = 


tang (b* — Bfi) = 


ta7ig (b> — B^) = 


ta7ig (b> — B^) = 


Silzb. d. mathein.-naturw. CI. XVII. ßd. I. llft. 


3 
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oder: 

j +(1 + Vr)\ X -^-, 

taug (/$> — <E>i) = < 

f-(l + fr)Vi±- r ; 

was der Form nach vollständig mit dem von Herrn Raabe gefun¬ 
denen Endresultate übereinstimmt. 

Es ist also, wie schon erinnert, allerdings tcing (<E>—von 
der Neigung unabhängig, wogegen die sogenannte Cornmutation und 
Elongation, auf welche letztere es in astronomischer Beziehung bei 
diesem, eine von der Erde aus zu beobachtende und durch Beobach¬ 
tung zu constatirende Erscheinung betreffenden Probleme hauptsäch¬ 
lich und vorzugsweise ankommt, von der Neigung der Ebenen der 
beiden Bahnen gegen einander abhängen, wie die von mir oben für 
diese Elemente entwickelten Formeln auf das Deutlichste zeigen, und 
auch wohl, als der Natur der Sache vollständig entsprechend, von 
vorn herein erwartet werden konnte. 
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Über eine astronomische Aufqabe. 

y 

Von dem c. M. J. A. &runert. 

Unter den verschiedenen Problemen, zu deren Auflösung die 
Theorie der Bewegung der Planeten um die Sonne Gelegenheit gibt, 
ist jedenfalls die Aufgabe : 

Aus z wei Vectoren, derDifferenz der entsprechen¬ 
den wahren Anomalien und der Zeit, welche 
auf die Beschreibung dieser Differenz der 
beiden wahren Anomalien verwandt worden 
ist, die Elemente der Bahn zu bestimmen, 
welche sich nicht auf die Lage der Bahn im 
Raume beziehen 

eine der wichtigsten. Desshalb haben auch mehrere der berühmte¬ 
sten Mathematiker und Astronomen, z. B. Euler in der Theoria 
motuum planetarum et cometarum , Berolini 17Ai, sich mit der 
Auflösung dieser Aufgabe beschäftigt; insbesondere aber hat Gauss 
derselben einen nicht unbeträchtlichen Theil seines berühmten 
Werkes gewidmet, die Auflösung durch besonders dazu berechnete 
Tafeln zu erleichtern gesucht und eine grosse Anzahl sehr merk¬ 
würdiger Relationen zwischen den bei dieser Aufgabe zur Betrachtung 
kommenden Grössen entwickelt. So schwer es auch allerdings zu 
sein scheint, einem solchen Werke noch etwas Wesentliches 
von einiger Bedeutung hinzuzufügen, so glaube ich doch, dass einige 
bis jetzt übersehene merkwürdige Relationen, auf welche ich bei 
Gelegenheit einer grösseren Arbeit über die Bewegung der Planeten 
und Kometen um die Sonne zufällig gekommen bin, und eine auf 
dieselben gegründete Auflösung der in Rede stehenden so ungemein 
wichtigen Aufgabe, die ich im Folgenden entwickeln werde, der Auf¬ 
merksamkeit der Astronomen und Mathematiker nicht ganz unwerth 

3 * 


Grauer t. 


(i) 


3(5 

sein dürften. Was die von mir gefundene Auflösung der Aufgabe an 
sich betrifft, so erlaube ich mir im Allgemeinen zu bemerken, dass 
ich dieselbe, nach den Ansichten, die ich mir nun einmal über die 
Auflösung solcher, der Natur der Sache nach nicht anders als durch 
Näherung zu lösenden Aufgaben gebildet und bereits an verschiedenen 
Orten ausgesprochen habe, so geben werde, dass dabei von einer 
Grösse ausgegangen wird, von welcher man aus bestimmten 
theoretischen Gründen weiss, dass sie zwischen zwei bekann¬ 
ten , möglichst nahe bei einander liegenden Grenzen eingeschlossen 
ist, worauf dann ferner die Auflösung ganz nach der Methode der 
successiven Näherungen ausgeführt wird, wie dieselbe aus der 
Algebra bei der Auflösung der numerischen Gleichungen durch 
Näherung bekannt genug ist, und hier um so weniger näher erläu¬ 
tert zu werden braucht, weil ich nachher das anzuwendende Ver¬ 
fahren durch ein ganz ausgerechnetes Beispiel in vollständiges Licht 
zu setzen hoffe. Was die im Folgenden gebrauchte Bezeichnung 
betrifft, so würde es, schon der leichten Vergleichung wegen, jeden¬ 
falls zweckmässig gewesen sein, die von Gauss gebrauchten Zeichen 
auch hier in Anwendung zu bringen; wegen der Verbindung jedoch, 
in welcher diese Abhandlung mit der oben erwähnten grösseren 
Arbeit über die Berechnung der Bahnen der Planeten und Kometen 
steht, die ich späterhin zu publiciren hoffe, habe ich es vorziehen zu 
müssen geglaubt, die von mir in dieser grösseren Arbeit gebrauchten 
Zeichen hier beizubehalten, weil sonst eine spätere Beziehung auf 
die vorliegende Abhandlung nicht, oder wenigstens nur mit Unbequem¬ 
lichkeit möglich sein würde. 

Dem zufolge wollen wir die grosse und kleine Halbaxe und den 
Parameter der Bahn respective durch a, b undp; die beiden gege¬ 
benen Vectoren durch r, r x ; die beiden entsprechenden wahren 
Anomalien durch v, v u und die beiden entsprechenden excentrischen 
Anomalien durch u, bezeichnen; ausserdem soll wie gewöhnlich 

__ y a z — 6 3 

a 

gesetzt werden. Dies vorausgesetzt, haben wir nach der allgemeinen 
Theorie der Bewegung der Weltkörper um die Sonne zuvörderst die 
beiden folgenden ganz allgemein gültigen Gleichungen: 

(r = a (1 — e cos u), 

= a (1 — e cos u t ); 


( 2 ) 
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aus denen durch Subtraction und Addition sogleich 


V\ — r = — a e (cos u x — cos ti) 

= 2 ae sin | (u t — u) sin \ (u t -f- 

r x -f- r = 2 a — ae (cos ^ -f" w) 

= 2a — 2 ae cos l (u t — u) cos \ (u x + u ); 

also, wenn wir der Kürze wegen 


X = 1 («, — u),y = i («1 + tt) 

setzen, 

rj — r — 2ae sin x sin y 9 ) 

r x -f- r = 2 a (1 — e cos x cos y ) 1 

erhalten wird. 

Ferner ist nach einer aus der Theorie der Planeten-Bewegung 
bekannten Formel: 


( 3 ) 

( 4 ) 


also: 


cos u — e v 

COS V = -, 

1—e cos u 


1 — COS V = 

1 -f- cos v = 


(1 + e) (1 — cos ii) 
1 — e cos u 
(1 — e) (1 -f cos ii) 
1 — e cos u 


oder nach bekannten goniometrischen Formeln: 


1 + e 


sm \ u % , 


sin = 

1 — e cos u 


1 — e 

cos l v % — - - cos l u z ; 


folglich, weil nach 2) 


1 — e cos u 


1 — e cos u = — 
a 


ist: 


. (1 + e) a . (1 — e) a 

sin l v ? ‘ — --— sm \n 3 , cos %v z — - cos l u 2 

r " r 


Offenbar ist immer gleichzeitig 


und 


0 < u < 180°, 0 < v < 180° 


180° < u < 360°, 180o < v < 360°; 
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also gleichzeitig 


und 


0 < | u < 90°, 0 < \ v < 90° 

90°< i u < 180®, 90°< \v < 180°; 


so dass also sowohl sin \u und sin i v , als auch cos t u und cos iv 
stets gleiche Vorzeichen haben, und daher nach dem Obigen in 
völliger Allgemeinheit 


(3) sin ^ v = sin | u A A 1 + e )~ a ^ C os \ v = cos \ u A/ A 

r " r 

und natürlich ganz auf dieselbe Weise 
(o*) sm J i?! = sin | A/0_+^)_f , cos i ^ = cos | y A_ 6 ) _ 

T r i f r i 

ist. Aus diesen Gleichungen ergibt sich: 

sin \ (v x — v) = sm | cos \ v — cos \ v x sin 1 1 ? 


= sin \ Ui cos l u 


a Vi¬ 


tt V 1— 

COS | Ul cos \ u — - 

Y rr x 


aY 1 — e 2 
V rr ± 


sin t (u x — u) 9 


cos l (v x — v) = cos g v x cos | v -{- sin \ v x sin § v 

(1 — e) a ' ' (1 + e)a 

= cos l Ui cos | u — + sin \ u x sm \ u - 


Y rr x 
cos \ (tii — u ) • 


V rr x 
COS | (u x + u) > 


( 6 ) 


( 7 ) 


Y rr x Z Y rr x 

also, wenn wir 

0 = 1 Oh v) 

setzen, wo, weil bei der aufzulösenden Aufgabe die Differenz der 
wahren Anomalien als bekannt angenommen wird, 0 eine bekannte 
Grösse ist: 

(sin 0 Y rr x = a V 1 — o 3 . sin x, 
lcos 0 V rr x = a (cos x — e cos y ). 

Weil die absoluten Werthe von 0 = ^(y x — v ) und x = i(u x — u) 
offenbar nie grösser als 180° sind, so folgt aus der ersten dieser 
beiden Gleichungen, dass 0 und x 9 also auch v x —v und u x — n % 
immer gleiche Vorzeichen haben. 
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Nach der ersten Gleichung in 7) und der ersten Gleichung in 
4) ist: 

r — r 


, sin 0 Yr r x . v 

sm x = -, sm v 

a 3 


2 a e sin x' 


also nach gehöriger Substitution des Werthes von sin x in die zweite 
Gleichung: 


sm y 


{r x — r) Y 1 — e z 


2 e sin 0 Yr r x 

Ferner ist nach der zweiten Gleichung in 7) und der zweiten 
Gleichung in 4): 

cos 6 Yr r x = a (cos x—e cos y), 
r t + r = 2 a (1 — e cos x cos y ); 

also durch Division: 

cos 0 Yr r ± cos x — e cos y 


( 3 ) 


/*! -j- f 


2 (1 — e cos x cos y ) 


( 9 ) 


Bestimmt man nun aus dieser Gleichung cos x, so erhält man nach 
leichter Rechnung: 

2 cos 0 Yr r* + e (r i 4- r) cos y 

cos x = ----- - — ; 

r i + r + 2 e cos ® cos y Y rr ± 

also, wie sich hieraus ferner leicht ergibt: 

(r x -f. r — 2 cos 0 Yr r7) (i — e cos y') 

1 — cos X =- -- - , 

r i + r + 2 e cos @ cos y Yr r ± 

(r 4 + r + 2 cos 0 Yr r 4 ) (1 + e cos y ) 
r x + r -f- 2 e cos 0 cos y Yr r x 

. 0% + r — 2 cos 0 Yr rA (i — e cos y) 

2 sm \ x 3 = -—-— . 

r i + r + 2 e cos 0 cos y Yr r ± 

O , o ( r i + r + 2 cos 0 Yr r 4 ) (1 + e cos y) 
l COS n x* = 


1 COS X 


folglich: 


und hieraus ferner: 


r t + r -f- 2 e cos 0 cos y Yr r i 
r x + r — 2 cos 0 Yr r x 1 — e cos y 


r i + r + 2 cos 0 YV^ r t 1 + ß cos y 


( 10 ) 


(in 


tancj \ x 
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oder, wenn wir der Kürze wegen 


C = 


r t -f- r — 2 cos 0 Vrr x 
r i + r + 2 cos 0 Yr r x 


wo, was wohl zu beachten ist, C blos von den gegebenen Grössen 
r, r i9 0 abhängt, und insofern also als eine constante Grösse zu 
betrachten ist, setzen: 


(13) 


fang | cc z 


C 


1 — e cos y 
1 + e cos y 


Weil, wie man leicht findet, 

r x -f- r — 2 cos &Vr r x = (Yr x —yV) 3 cos \ <9 3 -f- ( Yr x -f- Fr) 3 sin \ 0 3 ? 
r x + r + 2 cos 9 Vr r x — (Yr x + Yr) 3 cos\ 9 3 + (Y r i — Yr ) 3 sin \ 6 Z 

ist, so ist C offenbar eine positive Grösse; und weil e kleiner als die 
Einheit, der absolute Werth von e cos y also offenbar um so mehr 
kleiner als die Einheit ist, so ist auch der Bruch 


1 — e cos y 
1 + e cos y 

stäts positiv. Die excentrischen Anomalien u und u x übersteigen 360° 
nicht, also ist der absolute Werth von x = } (u x — u) nicht grösser 
als 180°, folglich der absolute Werth von {x — l(tii‘ —w) nicht 
grösser als 90°, und tang} = x hat daher immer gleiches Vorzeichen 
mit \x 9 also mit u x — u, folglich nach dem Obigen mit v x —v oder 9. 
Daher ist nach 13) 

,, , x ~ 1 — e cos y 

(14) tanq | x = 4- Y C . V- » 

v 7 J 3 ~ 7 1 + e cos y 

indem man in dieser Formel das obere oder untere Zeichen nimmt, 
je nachdem das gegebene v x — v oder 9 positiv oder negativ ist. 
Wenn man 


(IS) 

2 cos 0 Yr r x 

COS O) = - 


r + r x 

setzt, so ist 


(16) 

C — tang 1 o> 3 , YC = ta7ig { w. 


Weil 


r x -}- r — 2 V r r x = ( 'Yr x — Fr) 3 








Über eine astronomische Aufgabe. 


41 


ist, so ist 2 Vri\ < r-\-r X9 und daher gewiss der absolute Werth 
desBruches auf der rechten Seite der Gleichung IS) nicht grösser als 
die Einheit, so dass sich also der Winkel w in der That mittelst die¬ 
ser Gleichung immer bestimmen lässt; man muss w stäts positiv 
und nicht grösser als 180° nehmen, damit taug io) jedenfalls positiv 
werde, was wegen der Gleichung 

V C = tang \ w 

erforderlich ist. 

Wir wollen jetzt die Zeiten, welchen die beiden Vectoren r,r x , 
die wahren und excentrischen Anomalien v, v x und u,u x entsprechen, 
durch T, T x bezeichnen, und wollen von jetzt an voraussetzen, dass 
T x grösser als T sei, so dass also die Grössen r i9 v x , u x einer 
späteren Zeit als die Grössen r , v, u entsprechen, wobei die 
Zeiten T und T x von einem beliebigen Zeitmomente an gerechnet sein 
mögen. Dann wird jedenfalls die Zeit, welche der Planet gebrauchte, 
um von der wahren Anomalie v zu der wahren Anomalie v x überzu¬ 
gehen, durch die Differenz T x — T dargestellt, und da diese Zeit bei 
unserer Aufgabe als bekannt angenommen wird, so wollen wir die¬ 
selbe durch das einfache Symbol r bezeichnen, also t=T x — T 
setzen. Ferner wollen wir durch t und t x die Zeiten bezeichnen, 
welche von dem Zeitpunkte an, wo der Planet zunächst vor dem 
Zeitpunkte, wo er die wahre Anomalie v x hatte, durch das Perihelium 
ging, bis zu den Zeitpunkten, wo er die wahren Anomalien v und v x 
hatte, verflossen sind. Ist dann zuerst 6 — i(y x —v ) positiv, also 
v x >v 9 so kann der Planet offenbar nicht während des Zeitinter¬ 
valles t durch das Perihelium gegangen sein, und es ist daher in 
diesem Falle, wie man sogleich übersehen wird, t x > t und 

7== T x —T=t x —L 

Wenn dagegen 0 = 1 (v x — v) negativ, also v x <v ist, so ist 
der Planet offenbar während des Zeitintervalls r durch das Perihe¬ 
lium gegangen, und daher in diesem Falle t x < t und, wenn wir die 
Zeit eines ganzen Umlaufes in der Ellipse durch % bezeichnen, 

r = T x — T= t x + (£ — 0 = % + (tt — 0- 

Nach einer bekannten allgemeinen Formel der Theorie der 
Planeten-Bewegung ist nun, wenn k die Constante des Sonnen¬ 
systems bezeichnet. 
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G r ii n e r t. 


also: 


oder: 


a 2 . a z 

t = — (u — e sin u), ti = ~ (^1 — e sm u i )\ 


t\ — t = — \ui — u — e (sin — sin u) 


2 a 1 


ti — t — — 11 (Ui — u ) — e sin l (Ui — u) cos \ (u x + u) j 
folglich nach 3): 

3 

2a~ a . . 

ti — t = — (a? — e sm x cos y). 

K 

Aus der Formel 

a* . x 

t — — (u — esmu) 
k v y 

erhält man offenbar !£, wenn man u = 2rc setzt, was 

$ = 2 “ l,r 




gibt. Daher ist nach dem Obigen, je nachdem 0 = — v) 

positiv oder negativ ist: 


2 a 


r = — (x — e sin x cos y ) 


(17) 


k 

oder: 

3 

2a z 


( 18 ) 


t = — (tt + x — e sin x cos y ), 

woraus sich, immer je nachdem 6 = | — v) positiv oder 

negativ ist, 

kr ) T 

**/) ) 


a = 


2 ( # — e sin x cos i 
oder: 

( kr 

(2 (?r -j- ^ — e sin x cos y ) 


ergibt. 

So wie die Formeln hier dargestellt sind, erfordern sie, dass x 
in Theilen des der Einheit gleichen Halbmessers ausgedriickt sei; 
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nehmen wir dagegen x in Secunden ausgedrückt an, so muss in den 
vorstehenden Formeln x Are 1" für x gesetzt werden, woraus sich 
ergibt: 

k r 


a = 


oder auch: 


2 (a; Are 1" — e sin x cosy ) 
oder: 

k t 

2 (tt -f- x Are i" — e sin xcosy)) ’ 


k r 


oder, weil Are = 


2 (a? Are 1" — e sin x cos y) 
oder: 

k r 

2 [ (648000 + x) Are i" — e sin x cos y] j ’ 

1 


ist: 


a = 


a = 


206264,67 
206264,67 . k r 


2 (a? — 206264,67. e siw a? cos y) 
oder: 

206264,67. k r 


(2 (648000 + a? — 206264,67. e sin x cos y) 

\ 

oder endlich, weil 

206264,67 . Je = 3548,18761 


ist: 


a — 


a — 


1774,09381. r 


x — 206264,67. e sin x cos y 
oder : 

1774,09381. r 


(648000 + x — 206264,67 . e sinx cos y) 9 
wo man des Folgenden wegen bemerken kann, dass 


( 19 ) 


( 20 ) 


( 21 ) 


( 22 ) 


log 1774,09381 = 3,2489766 
ist. 

Die bis jetzt entwickelten Gleichungen reichen schon hin, um 
unser Problem aufzulösen, wobei wir 


iv ~ e cos y , tvi = e sin y , 


( 23 ) 
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also 


G r u n e r t. 


(24) 


w 2 4 -iv l 2 =e 2 , w 2 -{-to 1 2 — e 2 = 0 

setzen wollen. 

Wenn nämlich 0 positiv ist, so ergeben sich aus den Gleichun¬ 
gen 15, 16, 14, 22, 4, 7, 24 die folgenden Formeln: 

2 cos 0 Vr r. 

cos o) = -, VC— tanq \ w ; 

-j- r ° 

tang § x = V C.\ — — , 

; 1774,09381. r )% 

\x — 206264,67. w sin x) ’ 
r 1 ~r 

l ==: ~ : ? 

2 a sm # 

sin 0 Vrr t ) 2 rr i sin 0 2 
a sin x ) (a sin a?) 2 ’ 

tv 2 -f- W\ 2 — e 2 = 0; 

welcher man sich auf folgende Art zu bedienen hat. Zuerst berechne 
man mittelst der zwei ersten der vorstehenden Formeln ein für alle 
Mal die Grösse VC, welche bekanntlich insofern constant ist, als sie 
nur von bekannten Grössen abhängt. Von der Grösse iv = e cos y 
weiss man nun mit theoretischer Bestimmtheit, dass dieselbe 
stäts zwischen den Grenzen —1 und -(-1 liegt, wobei praktisch 
noch hinzugefügt werden mag, dass dieselbe meistens der Null sehr 
nahe kommen wird, wenn auch hierauf in theoretischer Beziehung ein 
Werth nicht gelegt werden kann. Desshalb nehme man, von Null 
anfangend nach beiden Seiten hin, für w in dem Intervalle —1 und 
4-1 eine Reihe gleich weit von einander abstehender Werthe an; 
berechne für jeden dieser Werthe mittelst der dritten Formel x, was 
ohne alle Zweideutigkeit geschehen kann, da Io? in diesem Falle 
immer zwischen 0 und 4-90° liegt; dann mittelst der vierten For¬ 
mel a, mittelst der fünften Formel w i9 mittelst der sechsten Formel 
e 2 ; für alle einander entsprechenden Werthe von w, w i9 e berechne 
man den Werth der zum Verschwinden zu bringenden Grösse 
W 2 j rW ^ — e z f U nd ermittle in bekannter Weise aus den Zeichen¬ 
wechseln dieser Werthe die engeren Grenzen, zwischen denen die 

Für cos ‘Sf ~ w wäre tang f x = tang j- . Vc. 
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Grösse w liegen muss. Theilt man dann diese engeren Intervalle 
weiter, so wird man in ganz bekannter, einer weiteren Erläuterung 
hier nicht bedürfender Weise sich den genauen Werthen von w 
immer mehr und mehr nähern und dieselben, sowie natürlich zugleich 
auch die Werthe von x , a, iv i9 e, endlich mit völliger Sicherheit bis 
zu jedem Grade der Genauigkeit bestimmen können. Mittelst der aus 
23) fliessenden Formeln 

iv . 

cos y = —, svu y = — 
e e 

oder auch mittelst der Formel 

w x 

taug y — — 

kann man dann die Grösse y ohne alle Zweideutigkeit bestimmen, 
wenn man sich dabei nur an die folgenden Regeln hält: 


Wenn w positiv, w t positiv ist, so ist 0 < y < 90°; 

„ w negativ, w x positiv „ „ „ 90° < y < 180°; 

„ w negativ, negativ „ „ „180°< y < 270°; 

„ w positiv, w x negativ „ „ „ 270° < y < 360°. 


Wenn 9 negativ ist, so erhält man zur Auflösung unserer Auf¬ 
gabe aus den Gleichungen 15, 16, 14, 22, 4, 7, 24 die folgenden 
Formeln: 


2 cos 0 V r r* , n , . 

cos w =-3, v C — tang | co; 

r t +r 

tang \ x = — VC. \f- --, 

" 1 + w 

“-!« 


1774,09381 . r 


648000 + .** — 206264,67 . w sin x 


W\ 


r i — r 
2 a sin x 


l __ (sin 0 V rrJ 2 __ rr i sin 0* 

( a sin x ) O sin x ) 3 ’ 

w z - Wi z — e z = 0 ; 

deren man sich in ganz ähnlicher Weise wie der unsere Aufgabe 
im vorhergehenden Falle auflösenden Formeln bedient, indem man 
nur bemerkt, dass jetzt ix zwischen 0 und —90° genommen wer¬ 
den muss. 









46 


(j l* u n e r t. 


Da inan 

x = i («i — «)» y = I («i + «) 

kennt, so kann man auch die excentrischen Anomalien ?<, mittelst 
der Formeln 

(27) u = y — x , «t = y -f- # 

berechnen, und die wahren Anomalien v, v Y erhält man dann mittelst 
der aus der Theorie der Planeten-Bewegung bekannten Formeln: 


(28) 


tang | v 
fang \ v, 


ym 

T l—e 

VH} 

T l — e 


tang \ u, 


tang | u x ; 


oder auch mittelst anderer zu diesem Zwecke dienender Formeln, von 
denen weiter unten noch einige Vorkommen werden. 

Dass durch die wahren Anomalien v, v ± die Lage des Perihe¬ 
liums bestimmt ist, versteht sich von selbst, und weil man t 9 t x mit¬ 
telst der Formeln 

3 _3 

CL Z 

(29) t — — (u — e sin u), t x = — (u A — e sin i 

berechnen kann, so lässt sich offenbar auch die Zeit des Durchganges 
durch das Perihelium leicht bestimmen. 


a 2 _£3 

Weil e z —-=1-- ist, so ist 


(30) 


oder nach 7): 


(31) 


(32) 


b ~ a V 1 — e % , 


sin 0 ^ , - 

b — -7— V rr ± . 
sin x 


Endlich wird der Parameter mittelst der bekannten Formel: 

2 b z 
P =-’ 

x n 


oder auch mittelst der aus 7) und 31) fliessenden Formel: 


(33) 


berechnet. 


sin 0 . /-- 

p = 2 ^ Hi ~ ^ rr ' 
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Die grösste und kleinste Entfernung des Planeten von der Sonne 
findet man mittelst der Formel: 

——— — a (1 ± e), 

wo das obere Zeichen der grössten, das untere der kleinsten Entfer¬ 
nung entspricht. 

Bevor ich zur Entwickelung noch anderer Relationen übergehe, 
will ich die Anwendung der vorhergehenden Formeln durch ein Bei¬ 
spiel erläutern, und wähle dazu den von Gauss in der Theorici 
motus , p. 93 und p. 106 behandelten Fall, bringe dabei jedoch den 
Werth von 0 nur bis auf die zweite Decimalstelle abgekürzt in An¬ 
wendung, indem Gauss auch noch die dritte Decimale beibehalten 
hat. In diesem Falle ist in meinen Zeichen: 

t = 21,93391 Tage log r =1,3411160 

0 = 3o. 47'. 26,86" 

r = 2,1417264 log r = 0,3307640 

r ± = 2,1000224 log r, = 0,3222239. 

Weil 0 positiv ist, so kommt in diesem Falle das erste der bei¬ 
den obigen Systeme von Formeln in Anwendung. Zuerst habe ich 
nun die folgenden Grössen berechnet, welche bei der folgenden Rech¬ 
nung als constant zu betrachten sind, da sie blos von den gegebenen 
Grössen abhängen: 

r, + r = 4,2417488 log (r t + r) = 0,6275449 

n — r = - 0,0417040 log (r, — r) = 0,6201777 — 2 n 

log t/0= 0,3244738 — 2 
log (1774,09381 . r) = 4,5900926 
log 206264,67 = 5,3144248 
log . rr t sin 0 3 = 0,2935693 — 2 

Ich setzte nun 

iü =— 0,1 w = 0,0 w = -j- 0,1, 

fand in allen drei Fällen mittelst der obigen Formeln 1— e z >1, was 
ungereimt ist, und konnte nun aus einer sorgfältigen, an sich übrigens 
ganz einfachen Betrachtung der obigen Formeln, die ich der Kürze 
wegen hier nicht weiter erläutern will, leicht schliessen, dass io 
überhaupt nicht zwischen —1 und -f- 0,1 liegen könne, wesshalb 
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fl r u n e v t. 


ich für w neun blos positive Werthe zu setzen mich für berechtigt 
hielt. 

Ich setzte daher w — - f- 0,2 und w — 4 ~ 0,3 und fand: 


w = 0,2 to z + — e z = — 0,0008121 

w = 0,3 w z 4- ^i 3 — e z — — 0,0481835. 

Wenn nun auch die Werthe von w z -{- io v ~ — e 3 einen Zeichen¬ 
wechsel noch nicht darboten, so zeigte sich doch hier schon, dass der 
genaue Werth von to nahe bei 0,2 liegen müsse. Desshalb hielt ich 
mich für berechtigt, indem ich 

a = 0,2 A = — 0,0008121 

6 = 0,3 B — — 0,0481535 

setzte, einen neuen Näherungswerth von w nach der bekannten 
Formel; 


zu berechnen, wodurch ich 

w = 0,1982846 

erhielt. Hieraus ergab sich ferner: 


W 2 + Wl 2 _ e » = + 0,0001061, 
so dass ich jetzt hatte: 


w = 0,1982846 io* + w t z — e z = + 0,0001061 

w = 0,2000000 w z 4~ W\ z '— 6 Z = — 0,0008121 


und daher nun ein Zeichenwechsel gefunden war. Für 
a = 0,2000000 A = — 0,0008121 

b = 0,1982846 B = + 0,0001061 

berechnete ich einen neuen Näherungswerth von w nach der schon 
vorher angewandten Formel: 


io = 


a — 


a — b 

A — B 


A 


= b — 


a — b 
A-B 


B 


und fand: 


w = 0,1984828 w z 4 - Wl * — e* = + 0,0000001, 

also schon hier fast ganz genau eine Übereinstimmung bis zur siebenten 
Decimaistelle, woraus man sieht, wie genau und sicher die obige 
Rechnung zum Zwecke führt. 
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Zugleich findet man bei dieser Rechnung 

§ # = 1° . 34' . 1,98" a? = 3o . 8' . 3,96" 

^ = 0,0601812 
log a — 0,4224429 — 1 
log io = 0,2977229 — 1 
log il\ = 0,1588831 — l n 


so dass also io positiv, w± negativ ist. Weil nun nach dem Obigen 

w . ICi 

cos y = —, sin y = — 

also cos y positiv, sm y negativ ist, so endigt sich y im vierten Qua¬ 
dranten, oder liegt zwischen 270° und 360°. Dies vorausgesetzt, 
findet man y am leichtesten aus der Formel 

IC ± 

tanq y = —, 

uo 

nämlich . 

y = 324o . 0' . 22,33". 

Also ist 

u = y — x = 320o . 52' . 18,37" 

Ui = y _|_ ^ = 327 . 8 26,29 


wovon die Resultate bei Gauss nur um wenige Secunden verschieden 
sind, wobei ich, wie schon oben bemerkt, nochmals erinnere, dass 
der von mir angenommene Werth von 6 nicht ganz genau mit dem 
Werthe dieser Grösse bei Gauss übereinstimmt. 

Ich will nun noch eine Reihe bemerkenswerther, dem grösseren 
Theile nach noch nicht bekannter Relationen entwickeln, die bei den 
vorhergehenden Rechnungen auch von Nutzen sein können. 

Aus der ersten der beiden Gleichungen 7) ergibt sich unmittelbar 

sin 0 Vrr x 

a = -- - . 

sin x y \ _ e a 

In der Gleichung 8), nämlich in der Gleichung 

( r —r)Y 1 — e 2 

sin y = - - —, 

2 e sin 0 Y r r t 

ist ganz von selbst die Forderung enthalten, dass 

( Q — r) YT^* \ Z _ p 1 _ r )3(i_ e 3) _ ^ 

|2e sin ®YW t ) 4 e z r sin 0 2 ^ 

Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. XVII. Bd. I. Hft. 


4 









so 

oder 


G r u n e r t. 


O’l — ?*) 2 0 — 6 ' 3 ) < ^ i>Z rr i s ^ n 

sei. Es muss also sein: 

0*i — ?*) 2 <! £ 2 {(+1 — r) 2 -(- 4^?*! sm 0 2 }, 
woraus sich 

, ^ Ol ~ V Y 

C“ /- 

(r 4 — r) 2 + 4 r r t sin 0 Z 

ergibt. Nun erhält man aber aus der Gleichung 8) sehr leicht: 

4 cos 0 Yr r i 


1 — c = 
1 + c = 

also durch Division: 


(36) 


COS u = 


i*i + r + 2 cos 0 Yr r t 
2 (r 1 + r) 

r t + t + 2 cos 0 Vr rj 

1 — 0 r 1 + r 


folglich 


sm 0 2 


1 + 0 %Yrr , ’ 

4 r r, (1 + O) 2 — (r 4 + r) 2 (1 — O) 2 


4 r r A (1 + O) 2 

oder, wie man hieraus mittelst einiger leichten Transformationen 
findet: 

4 (r L + r) 2 C - (r, - r) 2 (1 + O) 2 


s/w 0 2 


also: 


(rj — r) 2 -f- 4 r ^ s/w 0 2 = 


4 r r 1 (1 + C) 2 

4 (r 4 + r) 2 0 


und daher: 


Oi r )* 


= p+ZTf . 

vn + r/ 


(1 + O ) 2 

rx 2 (1 + C) 2 


(rj — i*) 2 + 4 r r 1 sm 0 Z Vr, + r/ 
Folglich ist nach dem Obigen: 

rr A - r\ 2 (1 + O) 2 


4 0 


tf 3 > 


oder: 


Vr t + r/ 


( 37 ) 


£ > ww/ , abs . 


4 0 

i* 1 + 0 


r t + i* * 2 Y C 9 
und man hat also für e die beiden Grenzen 

val . abs . —-- . --"t ^ und 1, 

r* + r 2 Y C 

welche enger sind als die Grenzen 0 und 1, die sich ursprünglich für 
e würden angeben lassen. 
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Zur Berechnung von x hat man nach 10) und 9) auch die 
Formeln: 


sin x = + 


cos x = 


Y[(r x + r ) 3 — 4 r r 1 cos 0 2 ] (1 — e 2 cos y 2 ) 

r 1 -j- r -j- 2 e cos 0 cos y Yr r , 

2 cos 0 Yr r i -j- e (r i + r) cos y 


( 38 ) 


+ r -\- 2 e cos 0 cos y Yr r i 

in der ersten dieser beiden Formeln das obere oder untere Zeichen 
genommen, je nachdem x, dessen absoluter Werth bekanntlich nicht 
grösser als 180° ist, positiv oder negativ ist; d. i. nach dem Obigen, 
je nachdem v± — v positiv oder negativ ist. Führt man in diese For¬ 
meln für 2 cos 6 Vrr x den aus 36) sich ergebenden Werth 


2 cos 0 V r r x 


1 — C 


Oi + r) r+ c 

ein, so erhält man nach leichter Rechnung: 


oder: 


sm x = + 


cos X = 


sm x — ± 


COS X — 


also: 


und: 


2 YC (1 — e cos y) (1 + e cosy ) 
1 + C + e (1 — C) cos y 
1 — C + e (1 -{- C) cos y 
1 4- 0 + e (1 — C) cosy 9 


2 YC (1 — e cos y') (1 + e cos y) 

1 + e cos y -j- C (1 — e cos ?/) 

1 +• e cos y — C (1 — e cos y) 

1 + e cos y C (1 — e cos y') 9 


(39) 


tang x — + 


2 VC( 1 — e cosy ) (1+6 cos y') 
1 + e cos y — C (i — c cosy) 


cotx B ± I V- 1 + e -^L _ \fCQ-ecosy) 

I C( 1 — ecosy) 1 4-ecosy 


C( 1 — ecosy) F 1 -j-ecosy 

Für a hat man nach 7) und 4) auch die folgenden Ausdrücke: 


(40) 

(41) 

(42) 


a - 


a = 


! 0 Yrr ± 


- e cos y ' 


r A — r 


2 e sin x sin y 9 
r \ "h r 

2(1 — e cos x cos y) 


( 43 ) 


a — 
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Grüner t. 


Aus der zweiten und dritten dieser Gleichungen erhält man: 

2 a e cos x cos y — 2 a — (j\ -f- r ), 

2 a e sin x sin y = r x — r ; 

also durch Division: 

2 a — (r x 4- r) 
cot x cot y --, 

r x — r 

woraus für 2 a der Ausdruck: 


(44) 


folgt. 


2 a — r x + r + O’i — r) cot x cot y 


Aus 9) folgt sogleich: 


cos x — e cos y = 


(45) 

(46) 


2 cos 0 Yr r x (1 — e s cos y 2 ) 
n + r + 2 e cos 0 cosy Vrr x 

also nach der ersten der Formeln 43): 

r x + r + 2 e cos 0 cos y Yr r x 
2 (i — e z cos y z ) 

Bestimmt man cos y aus der Gleichung 9), so erhält man: 


cos y = — 


1 i r i + r ) cos x — ^ cos 0 


e r x -f r — 2 cos 0 cos x Yr r x 
folglich, wie man leicht findet: 

2 cos 0 sin x z Yr r x 


cos x — e cos y = 


(47) 


r x + r — 2 cos 0 cos x Yr r x 
also nach der ersten der Gleichungen 43): 

r x + r — 2 cos 0 cos x Yr r x 


2 sin x z 


Wenn man in dem Ausdrucke 43) von a die Grösse 


2 cos 0 V r r t — (r 4 -j- r) - 


1 - C 


+ C 


setzt, so erhält man nach leichter Rechnung für a den folgenden 
bemerkenswerthen Ausdruck: 

r x + r 1 + C -f e (1 — C) cos y 


(48) 

r t + r 

(l == - 

2 (1 + C) 

oder: 


(49) 

r t + r ( 
2 (1 + C) \ 


1 — e z cos y 2 

1 C 


+ 
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Nimmt man in dem Ausdrucke 47) von a dieselbe Substitution 
vor, so erhält man: 

r 1 -f- r i -\- C — (1 — C) cos x 


a = 


2 (1 -j- C) sin x 2 

r i -f- r 1 — cos x + C (1 + cos * T ) 


2 (1 + £) (1 — cos x) (1 -j- cos x) 

+ r j 1 C 

2 (1 + C) (1 -f- cos x i — cos x 
rj+r ( 1 C 

4 (1 + C) ( cos \ x 2 sin J- x 2 

r ± -f- r 


(SO) 


4 (1 +C) 
Nach 5) und 3*) ist: 


sec \x 2 + C cosec \ x 2 


sin !(i?i -J- v) — sin \ cos \ v + cos | v x sin \ v 


aVi 


aV 1 


= sin i Ui cos i u -—- cos } u x sin iu - - 

Vrr i Yrr x 


aY 1 


= sin t {iii + u) . 


cos i (v t v) = cos { Vi cos i v — sin i v x sin } v 


, , «(!—«) 
= cos i Ui cos i u 


Vr r x 


. , . 1 «(!+«) 

- sin nii sin } u — 

Vr r 1 


= cos i (tii + ri) .- cos i (iii — li) . —-i 

V V~i V VFFi 


also, wenn der Kürze wegen 

ß = i (?\ + v) 

gesetzt wird: 

. „ « VT=T 2 . 

sm ß =- - — sin y , 

V r r i 

a (cosy — e cos x ) 

Vr r 1 

oder auch, weil nach dem Obigen 

(r 4 — r) Vi — e 2 


COS ß 


(Sl) 

( 82 ) 


ist: 


sm y = 


sin ß — 


2 e sin 0 Vr r ± 

a (1 — e 2 ) (r 4 — r) 
2 e r r i sin 0 


( 83 ) 
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G r u n e r t. 


(S4) 


Auch ist: 

sin y VI- e* 

tanq U =- : - 

cos y — e cos x 


Es würden sich aus dem Obigen noch verschiedene andere 
bemerkenswerthe Relationen ableiten lassen, die ich aber, um nicht 
zu weitläufig zu werden, übergehen will. 

Weil nach 4) 

2 ae cos x cos y = 2 a — (r 4 r ), 

2 ae sin x sin y = r x — r 

ist, so ist: 

. . r i — r %a — (rj -f V) 

e sin x sm y = ———, cot y —-- tang x; 

also durch Multiplication: 

2a — (r i + r) 

e sin x cos y = -- tanq x , 

2 a 


und folglich nach 17): 


oder: 


2 a 2 
~k 

2 öS 


X 


2 a — (r 4 + r) 


2 a 


tang x 


T = — \ 7T -f“ OC - 


2 a — (r i + r ) 
2a 


tang x \, 


je nachdem 0 = i (v x — v) positiv oder negativ ist. Nimmt man nun 
hierzu noch die Gleichung 47), so ist eigentlich die vollständige 
Auflösung unseres obigenProblems, je nachdem 0=1 ( v x — v) positiv 
oder negativ ist, in den beiden Gleichungen 


(SB) 



r l r — 2 cos 0 cos x Vrr x 


2 a z 
~k 


X 


2 sin x 2 

_ 2 a — (r-t + r) 
2a 


tang x 


i 


oder in den beiden Gleichungen: 


(BS*) 


r i -(- r — 2 cos 0 cos x V rr A 
2 sin x 2. 


3 

2 a 3 
k 


,K + X 


2 a — (r 4 -j- r) 
2 a 
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mit den beiden unbekannten Grössen x und a 9 enthalten. Dieser 
Gleichungen bedient man sich mit Vortheil, um, wenn man auf irgend 
eine Weise schon einen Näherungswerth von x gefunden hat, sich 
der Wahrheit dann noch mehr zu nähern, wozu man bekanntlich 
Methoden genug hat, deren weitere Erläuterung nicht hierher gehört; 
natürlich geben die obigen Gleichungen dann zugleich auch a . Hat 
man aber x und a gefunden, so erhält man y mittelst der Formel: 


cot y = 


2 a — (r, + r) 


taug x 


und e mittelst der Formel: 


r i —r 

e = -:-;—, 

2 a sm x sin y 

wobei aber noch Folgendes zu bemerken ist. Da man von y== 
i(ui nur weiss, dass diese Grösse zwischen 0 und 360° liegen 
muss, so liefert der obige Ausdruck von cot y für y jederzeit zwei 
um 180° von einander verschiedene Werthe; welchen dieser beiden 
Werthe man aber zu nehmen hat, ist immer leicht zu entscheiden, 
weil dieselben offenbar für 


2 a sin x sin y 

immer Werthe mit entgegengesetzten Vorzeichen liefern, und da 
nun e seiner Natur nach positiv ist, so muss man für y immer den 
der beiden in Rede stehenden Werthe setzen, welcher e positiv 
liefert. Wie man nun auch noch alle übrigen unbekannten Grössen 
findet, ist aus dem Obigen von selbst ersichtlich. 






